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सर्वाधिकार सुरक्षित 

प्रकाशक को पूर्व अनुमति के बिना इस प्रकाशन के किसी भाग को छापना तथा इलेक्ट्रॉनिकी, मशीनी, 

फोटोपलिलिपि, ग्किरडिंग अथवा किसी अम्य विधा से पुन; प्रथोग पदृधति द्वारा उसका संग्रहण अथवा प्रसारण 

जार्जित फै। 

हंस पस्लक की बिक्रों हस शर्त के साथ की गई है कि प्रकाशक की पूर्व अनुमति के बिना यह यह पुस्तक अपने 

मल आवशणश अधवया जिल्‍द के अलाया किसी अन्य प्रकार से व्यापार हारा उधारी कर, पुनर्विक्रस, था किराए 'पर 

वे दी जाएगी, ने बची जाएगी। 

एस प्रकाशन का सही मुल्य हस घृष्ठ पर सुद्गित हैे। सबड को मुहर अधवा चिपकाई गई पर्चो (स्टिकर) या 
किसों अन्य विधि द्वास जकित कोई भी संशोधित मूल्य गलत है तथा मान्य नहीं होगा। 
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राष्ट्रीय शिक्षा नीति (एन.पी.ई.) 986 में सामान्य शिक्षा के एक अभिन्‍न अंग के रूप 
में गणित के पठन-पाठन की आवश्यकता पर स्पष्ट रूप से बल दिया गया है। चूँकि 
पाठयचर्या नवीनीकरण एक सतत्‌ प्रक्रिया है, इसलिए प्रौद्योगिकी उन्मुख समाज की बदलती 
आवश्यकताओं के अनुरूप गणित पाठ्यचर्या में समय-समय पर विभिन्‍न प्रकार के परिवर्तन 
होते रहे हैं। द 

प्रस्तुत पाठ्यपुस्तक में, जो राष्ट्रीय शिक्षा नीति, 986 में दर्शाई गई अपेक्षाओं की पूर्ति 
हेतु लिखी गई है, इस नीति के बाद की चर्चाओं को समावेशित करते हुए, गणित को 
विद्यार्थियों के आस-पास के परिवेश से संबंधित क्रियाकलापों और प्रेरक उदाहरणों द्वार प्रस्तुत 
करने का प्रयत्न किया गया है। 


बदलती हुई प्रवृत्तियों के आधार पर दक्षताओं एवं अभिवृत्तियों को विकसित कर ज्ञान 
प्रदान करने के लिए, पाठ्यपुस्तक में सम्मिलित विषयवस्तु और सुझाए गए क्रियाकलापों को 
संयोजित किया गया है। इसे अधिकांश रूप से देनिक जीवन के लिए आवश्यक गणित के 
सारभूत तथ्यों के अध्ययन तक ही सीमित रखा गया है। पाठ्यसामग्री और सुझाए गए 
क्रियाकलापों को हमारे देश की व्यापक विद्यालयी पद्धतियों की विभिन्‍न आवश्यकताओं, 
पृष्ठभूमि और पर्यावरण के अनुकूल बनाने का एक सार्थक प्रयास किया गया है। विषयवस्तु को 
सरल भाषा में प्रस्तुत करने का विशेष ध्यान रखा गया है। 


पादयपुस्तक का प्रथम प्रारूप विशेषज्ञों के एक समूह द्वारा विकसित किया गया है जिन्हें 
अध्यापन और अनुसंधान का व्यापक अनुभव प्राप्त था। तत्पश्चात्‌ एक समीक्षा कार्यशाला में 
इस प्रारूप की विषयवस्तु एवं उसके प्रस्तुतिकरण की विधि को पढ़ाने वाले शिक्षकों, 
शिक्षक-प्रशिक्षकों और विषय-विशेषज्ञों द्वार गहन रूप से समीक्षात्मक विवेचना की गई। 
समीक्षा कार्यशाला में प्राप्त टिप्पणियों और सुझावों पर लेखकों ने विचार किया और इस प्रारूप 
को उपयुक्त रूप से संशोधित कर अंतिम प्यग्डुलिपि तैयार की गई। लेखक दल ने गणित 
को पूर्व पाठ्यपुस्तक के प्रयोक्‍ताओं से प्राप्त सुझावों एवं पुनर्निविशन का उपयोग किया। प्रस्तुत 
. पादयपुस्तर्क को विकसित करने में, जहाँ उपयुक्त समझा गया, लेखक दल ने पूर्ब प्रकाशित 
पाठ्यप्रुस्तकों का भी प्रयोग किया। 


]५ 
इतने अल्प समय में इस पुस्तक को विकसित करने के लिए में लेखक दल के सदस्यों, 


इसके अध्यक्ष, सम्पादकों, समीक्षकों तथा इनसे संबंधित संस्थानों को धन्यवाद देता हूँ। पुस्तक 
में सुधार हेतु सुझावों का स्वागत किया जाएगा। 


जे, एस. राजपूत 

निदेशक 

नई दिल्‍ली राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
जून 2002 


प्रशिक्षण परिषद्‌ 





औपचारिक शिक्षा के प्रारंभ से ही गणित विद्यालयी शिक्षा का एक अभिन्‍न अंग रहा है। इसने 

न केवल सभ्यता की उन्नति में बल्कि भोतिक विज्ञानों और अन्य विषयों के विकास में भी 

प्रबल भूमिका निभाई है। चूँकि किसी भी अग्रमुखी शिक्षा पद्धति में पाठयचर्या नवीनीकरण 

एक सतत्‌ प्रक्रिया है, इसलिए समाज की बदलती आवश्यकताओं के अनुरूप गणित 

पाठ्यचर्या में समय-समय पर विभिन्‍न प्रकार के यरिवर्तन हुए हैं। क्‍ 
शिक्षक-प्रशिक्षकों, विभिन्‍न परीक्षा बोड़ों से नामित व्यक्तियों, शिक्षा निदेशालयों ओर 

विभिन्‍न राज्यों / संघ राज्य शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषदों (एस.सी.ई,आर.टी.), के 

प्रतिनिधियों, सामान्य जन और विश्वविद्यालयों, महाविद्यालयों और परिषद्‌ के संकाय द्वारा की 
गई विभिन्‍न चर्चाओं के आधार पर उच्च प्राथमिक स्तर पर गणित शिक्षण के संबंध में उभर 
कर आए कुछ सामान्य पाद्यपुस्तक सरोकार इस प्रकार हैं ; 

*  याद्यचर्या को सामाजिक परिवेश ओर व्यक्ति विशेष के जन्म से संबंद्ध पूर्वाग्रहों को 
निष्प्रभावित करने तथा सार्वजनिक भाव एवं समानता की जागरूकता का सृजन करने 
योग्य होना चाहिए। 

» बालिका शिक्षा 

» पर्यावरण संरक्षण। फ 

*  स्वदेशीय ज्ञान और प्राचीन काल से अब तक विज्ञान और गणित में भारत के योगदान 
का समुचित समावेश। 

*  अप्रचलित और अनावश्यक विषयवस्तु को हटाकर पाद्यचर्या के बोझ में कमी तथा 
माध्यमिक स्तर पर गणित के शिक्षण के लिए आवश्यक ज्ञान एवं पृष्ठभूमि प्रदान 
करना। ः 
उपरोक्त सरोकारों को ध्यान में रखते हुए, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण 

परिषद्‌ ने गणित की पाठयपुस्तकों को विकसित करने के लिए लेखक दलों का गठन किया। 

प्रस्तुत पाठयपुस्तक उच्च प्राथमिक स्तर के लेखक दल के प्रयत्नों का एक परिणाम है। 


इस पाठयपुस्तक में निम्नलिखित बातों का विशेष ध्यान रखा गया है : 
ज्ञान की नवीन विचारधारा का आविर्भाव। 
उभरती हुई किनारे काटती प्रौद्योगिकी द्वारा गणित को दी गई चुनौतियाँ। 
अंतिम परन्तु अनावश्यक नहीं, पूर्व पाठयपुस्तक के प्रयोक्‍्ताओं से प्राप्त पुननिवेशन। 
इस पुस्तक को तैयार करने में बहुत अभिक प्रयल किए गए हैं। सर्व प्रथम, विभिन्‍न 
लेखकों द्वार तैयार की गई प्रारूप सामग्री पर लेखक दल के सदस्यों ने परस्पर चर्चा की और 
इस सामग्री को उस पर प्राप्त टिप्पणियों एवं सुझावों के आधार पर संशोधित किया। इस 
संशोधित सामग्री को फिर एक समीक्षा कार्यशाला में शिक्षकों एवं विशेषज्ञों के एक समूह के 
सम्मुस्स रखा गया। इस समीक्षा कार्यशाला क॑ प्रतिभागियों द्वारा दी गई टिप्पणियों एवं सुझावों 
के आधार पर पाण्डुलिपि को अंतिम रूप प्रदान किया गया। 
इस पाठयपुस्तक के निम्मलिखित हैं 
जहाँ तक संभव हो स्का है, 50 पक के हऋई. 0 की सीनिण उन: 
! 08: : माध्यम से कराया गया है। 
जज कहा बी 5 आओ हो धिगी 
ै*.. हक पट आम 3 की 228 शा हं। ऐसा 
सोच--समझकर किया गया है ताकि विद्यार्थी में अवधारणाओं को बेहतर ढंग से 
समझकर प्रश्नों को बहतर ढंग स हल करने की दक्षता में वुद्धि की जा सके। 
गणितीय तथ्यों की (पुनः) खोज करने और आरेखण एवं मापने के लिए दक्षता के 
ब्िकरास हेतु अनेक क्रियाकलाप सुझाए गए हैं। 


विकसित करने के लिए कुछ शाब्दिक समस्याओं को सम्मिलित किया गया है। 
विद्यार्थियों क॑ मस्तिष्क में इन शाब्दिक समस्याओं के प्रमुख संदेश पहुँचने चाहिए तथा 
शिक्षण क॑ समय अध्यापकों को इन तथ्यों के प्रति सचेत रहना चाहिए। 

पराठ्यपुस्तक में विद्यार्थियों क॑ अवबोधन एवं परिपकक्‍्वता के स्तर के अनुरूप 
शब्दावली और पारिभाषिक शब्दों का प्रयोग किया गया है। 

प्रत्येक अध्याय के अंत में, महत्वपूर्ण संकल्पनाओं एवं परिणामों की एक सूची 
शीर्षक ...। के रूप में दी गई हे। 


०». प्रत्येक एकक के अंत में, ऐतिहासिक संदर्भो, विशेषकर भारतीय योगदानों का 

शीर्षक “वववीत सो हरएों: 3! के रूप में उल्लेख किया गया है। 

मैं प्रो. जे.एस.राजपूत, निदेशक शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ का धन्यबाद 
करती हूँ जिन्होंने पाठ्यचर्या नवीनीकरण की इस परियोजना का शुभारम्भ किया और गणित 
शिक्षा में सुधार हेतु इस राष्ट्रीय प्रयास में हमें सम्मिलित होने का अवसर प्रदान किया जिससे 
हम गणित शिखा के सुधार के प्रति अपना व्यावसायिक ऋण चुका सकें। मैं प्रो. आर.डी. 
शुक्ल, अध्यक्ष, विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग को भी उनके गतिशील नेतृत्व, इस कार्य में 
भरपूर सहयोग देने तथा अन्य सुविधाएँ उपलब्ध कराने के लिए धन्यबाद देती हूँ। लेखक दल 
के सभी सदस्य और समीक्षा कार्यशाला के सभी प्रतिभागी भी धन्यबाद के प्रात्र हें। 

इस पाठयपुस्तक का हिन्दी में अनुवाद प्रो. सुन्दर लाल एवं स्वयं मैंने किया है। हिन्दी 
पाण्डुलिपि का विषय संपादन श्री महेन्द्र शंकर द्वारा किया गया। 

इस लम्बी प्रस्तावना को समाप्त करते हुए, में बार-बार और अधिकतर दी जाने वाली 
चेतावनी का उल्लेख करना चाहँगी कि किसी भी विषय पर कोई भी पुस्तक अंतिम नहीं हो 
सकती। हमने अपनी ओर से उपलब्ध सीमित समय में अच्छी से अच्छी सामग्री प्रदान करने 
का भरसक प्रयास किया है; फिर भी हम जानते हैं कि इसमें सुधार हो सकता है। इसमें सुथ 
र हेतु सुझाव/टिप्पणियों का स्वागत है। मुझे आशा है कि पाठक इस पुस्तक को पढ़ते समय 
उतना ही आनंद लेंगे जितना हमें इसके लिखते समय प्राप्त हुआ है। 


आशा रानी सिंगल 
अध्यक्ष 
लेखक दल 


[-> 


7.8६ 


न ४3०७ है प्‌ ह हज * + +च्च 
ः । £ एज 
रा । 


हक 


पर 
कमी हा के 
2] 


रे ! क्श्ा 2 है ३ १46 ॥ हक हा ५:०१ ५ ५ 
विकाध हा एगीएा। 


8५ 
] 


श्याम पगन्‍्ाय ! हल मल ग़ मिल हे (092. ०% ४ मु भा पक 
का काबिगाला का बाधिजा।। 


प्रो, आशा सनी सिंगल 

( अध्यक्ष ) | 

ए-, स्टाफ रसोडेन्स 

चौधरी चाण सिंह विश्यविद्यालय 
मस्त (उत्तर प्रदेश) 


श्री अशोक कुमार गुप्ता 
सर्वोदिय विद्यालय 
जी.पी. ब्लाक, पीतमपुग, 
दि्ल्नी 


मुश्नी रूसि सलारया 
ऋद्धीय विदुयालय 
ए फ एस, बवाना 
दिल्ली 


सुश्री सरिता रंथरी 

राजकीय उच्चतर माध्यमिक बालिका 
विद्यालय न॥। 

रूप नगर, दिल्‍ली 


डा. रणवीर सिंह 
सवोदय बाल विद्यालय नं0॥ 
मरोजिनी नगर, नई दिल्‍ली 


(. 


॥[. 


प्रो, सुन्दर लाल 
इंस्टीट्यूट ऑफ बेसिक साइंसेस 
बी.आर, अंबेडकर विश्वविद्यालय, आगरा 


सुश्री उर्मिल बधवा 
ए-3/93, जनकपुरी, नई दिल्‍ली 


प्रो, सत्य नारायण चोरसिया 
शज्य विज्ञान शिक्षा संस्थान 
इलाहाबाद (उत्तर प्रदेश) 


श्री मगन लाल मीना 
डी एम स्कूल, क्षेत्रीय शिक्षा संस्थान 
अजमेर 


, प्री. बी, देवकीनन्दन 


डी.ई,एस,एम, , एम.सी.ई.आर. टी. 
नई दिल्‍ली 


श्री महेन्द्र शंकर (समन्वयक) 
डी.ई.एस.एम., एन.सी.ई.आर. टी. 
नई दिल्‍ली 


प्रावकथन 


प्रस्तावना 


अध्याय 


अध्याय 


अध्याय 


अध्याव 


अध्याय 


अध्याय 


अध्याय / 


अध्याय 


अध्याय 


जंंध्याय 


अध्याय 


अध्याय 


अध्याय 


अध्याय 


विललफननाओ 





प्राकृत संख्याएँ एवं पूर्ण संख्याएं 
पूर्णाक 

गुणनखंड और गुणज 

अनुपात, समानुपात और ऐकिक विधि 
प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग 
बीजीय व्यंजक 

एक चर वाले रैखिक समीकरण 
आधारभूत ज्यामितीय संकल्पनाएँ 
रेखाखंड 

कोण 

रेखा युग्म ओर तिर्यक रेखाएँ 
त्रिभुज 

रचनाएँ 

परिमाप और क्षेत्रफल 


उत्तरमाला 


पा 
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) एक जन्तर देता हूं । जब भी तुम्हें सन्देह 
हो या तुम्हारा अहम तृम पर हावी होने लगे, 
तो यह कसोटी आजमाओ : 


जो सबसे गरीब और कमजोर आदमी तुमने 





देखा हो, उसकी शकल याद करो और अपने 

| दिल से पूछो कि जो कदम उठाने का तुम विचार 

५ | कर रहे हो, वह उस आदमी के लिए कितना 
॥(] उपयोगी होगा । क्‍या उससे उसे कुछ लाभ 
पहुंचेगा ? क्या उससे वह अपने ही जीवन और 
भाग्य पर कुछ काब रख सकेगा ? यानि क्‍या 
उससे उन करोड़ों लोगों को स्व॒राज्य मिल 
सकंगा जिनके पेट भूखे हें और आत्मा अतृप्त है ? 

तब तुम देखोग कि तुम्हारा सन्देह मिट रहा 
हैं और अहम्‌ समाप्त होता जा रहा है। 
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कक्षा पाँच में हमने संख्याओं के बारे में पढ़ा जिनमें छोटी और बडी सभी 
प्रकार की संख्याएँ थीं। हमने भिन्‍न तथा दशमलब संख्याओं का अध्ययन किया। हमने 
इन संख्याओं पर चार मूलभूत संक्रियाओं का भी अध्ययन किया। इस अध्याय 
में हम संख्याओं को अधिक सुव्यवस्थित ढंग से तथा विस्तार में पढ़ेंगे। हम प्राकृत 
संख्याओं एवं पूर्ण संख्याओं के विचार को प्रस्तुत करेंगे। हम इन संख्या-निकायों के 
कुछ गुणों पर विचार करेंगे। हम प्राकृत संख्याओं एवं पूर्ण संख्याओं पर विभिन्‍न 
संक्रियाओं व उनके कुछ गुणों का भी अध्ययन करेंगे। 


(कद. इस्टियतत 


संख्याओं की खोज मूल रूप से गिनने के लिए की गयी थी। हम गिनने के 
लिए संख्याओं |, 2, 3,... का प्रयोग करते हैं। इसलिए इन संख्याओं को गणन 
संख्याएँ (('007/7072 ॥0॥/7820/5) कहते हैं। हम हुतने गणन संख्याओं को प्ररकत 
संख्याएँ (॥0॥॥॥/ हा?) भी कहेंगे। इस प्रकार |, 2, 3, ....0,...,97..., 
।।237, ... सभी प्राकृत संख्याएँ हैं। सप्ताह में दिनों की संख्या एक प्राकृत संख्या 
है। एक पुस्तक के किसी पृष्ठ पर अक्षरों की संख्या एक प्राकृत संख्या है। भारत 
में विद्यालयों की संख्या एक प्राकृत संख्या है। हमारे ग्रह पर वृक्षों की सूंख्या एक्र 
प्राकृत संख्या है। एक से एक करोड तक की जो संख्याएँ आपने कक्षा 5 में पढ़ी 
हैं वे सभी प्राकृत संख्याएँ हैं। परन्तु 3.9, 6.75 जेसी दशमलव संख्याएँ प्राकृत संख्याएँ 
3 ॥09 
५) 2॥ 

हम संख्या ॥ से गिनना प्रारंभ करते हैं। इस प्रकार । प्रथम प्राकृत संख्या है। 
अगली प्राकृत संख्या 2 है जो प्रथम प्राकृत संख्या में 4 जोड़ने पर प्राप्त होती है। 
2 में । जोइने पर 3, अर्थात्‌ तीसरी प्राकृत संख्या प्राप्त होती है। वस्तुतः किसी प्राक्ृत 
संख्या में ॥ जोड़ने पर अगली प्राकृत संख्या प्राप्त हो जाती है। इस प्रकार 
00 (5 99+), 99 से अगली प्राकृत संख्या है। अब प्रश्न उठता है 'प्राकृत संख्याएँ 


नहीं हैं। इसी प्रकार - जैसी भिन्‍न संख्याएँ भी प्राकृत संख्याएँ नहीं हें। 


॥ | का! 


कितनी हैं?' यांदे हम |, 2, 3, .... 00, ....200 गिनना प्रारम्भ करें ओर गिनते 
चले जाँ, तो कोई अन्त नहीं होगा। हम दिन रात पूरे जीवन भर गिनते रहें तब 
भी हम अम्त तक नहीं पहुँच याएँगे। दूसरे शब्दों म॑ कहें तो 'हम प्राकृत संख्याओं 
की गिनती पूर्ण नहीं कर पाएँगे।' स्पष्ट है कि कीई भी संख्या अन्तिम अथवा सबसे 
बडी प्राकृत संख्या नहीं हो सकती। यदि हम मान लें कि प्राकृत संख्या | अन्तिम 
प्राकृत संख्या है, तो |-+। भी एक प्राकृत संख्या है जो 'अन्तिम' संख्या # से अगली 
संख्या है। इस प्रकार तथाकथित अन्तिम प्राकृत संख्या वास्तव में अच्तिम संख्या नहीं 
' हैं। 
प्राकृत संमख्याओं के बारे में कुछ सामान्य तथ्य संक्षेप में इस प्रकार हैं: 
।. पाली तथा सबसे छोटी प्राकृत संख्या | है। 
काई भी प्राकृत संख्या (केवल | को छोड़ कर) पिछली प्राकृत संख्या में । 
जोड़ कर प्राप्त को जा सकती है। 
3... प्राकृत संख्या । के लिए कोई भी पिछली प्र'क्रत संख्या नहीं है (सदत्यपि [&(),।, 
परंतु 0) एक्र प्राकृत मंख्या नहीं है।)। 
कोई भी संख्या सबसे बड़ी अथवा अन्तिम प्राकृत संख्या नहीं है। 
5. हम प्राकृत संख्याओं की गिनती पूरी नहीं कर सकते। इस तथ्य को हम इस 
प्रकार भी कहते हैं कि प्राकृत संख्याएँ अपरिमित हैं। 


बे .+ 


यदि किसी कक्षा में कुछ विद्यार्थी हैं, तो हम उनकी गिनती करके बता सकते 
हैं कि कक्षा में विद्यार्थियों कौ संख्या कितनी है और यह संख्या एक प्राकृत संख्या 
है। परन्तु कक्षा समाप्त होने के बाद जब वहाँ कोई भो विद्यार्थी उपस्थित नहीं है, 
तो संख्यात्मक रूप में हम कहेंगे कि कक्षा में शून्य विद्यार्थी हैं अथवा कक्षा में 
विद्यार्थियों की संख्या शन्‍्य है। इस संख्या को हम संकंत 0 से प्रदर्शित करते हैं। 
अत: (0 'क्रुछ भी नहों', 'रिक्तता', 'खालीपन' आदि प्रर्दर्शतश करता है। इसे प्राकृत 
संख्या नहीं माना जाता। 
टिप्पणी ; पिछली कक्षाओं में हमने 0 का उपयोग स्थान धारक क॑ रूप में किया 
है। संख्याओं 0, 20।, 50?9070 आदि में 0 का प्रयोग स्थान धारक के रूप 
में किया गया है, संख्या शुन्य के रूप में नहीं। 


| जे पु शव वीत| आह लकी २ 


संख्या शून्य को सम्मिलित करने पर जो मंख्याएँ प्राप्त होती हैं उन्हें पूर्ण 


पाकत अर बे पं रायाए.. 


संख्याएँ (४७ +॥/0४७/ नैंहा जाता हा इस प्रकार संख्या 0, ।, 2, 3, ... 
पुर्ण संस्याएँ #॥ जवात पक प्र संस्था था ता शून्य है छाथबा एक प्राकृत संस््या 
है। पर्ण संख्याओं के जार मं कुछ तथ्य इस प्रकार हैं: 
|... संख्या शूस्य पहलों तथा सबसे कोटी पूर्ण संख्या है। 
3. कोई भी संख्या अन्तिम अथवा सबसे बढ़ी पूर्ण संख्या नहीं हो सकती। 
), पूर्ण मंस्याँ, अपरिशित हें। 

पूर्ण मैख्याओं के कुछ और गुणों को जानने के लिए हृभ इन्हें एक रेखा पर 
निरूपित करेंग। इस रखा को संख्या रेखा (/श|्राशल 778०) कहते हैं। संख्या रेखा को 
ग्यना के लिए हम एक सरल रखा बनाते हैं तथा इसके किसी बिन्दु को 0 से दर्शाते 
है'। इस बिखु 0 को हम शून्य (0) का संगत बिन्दु मान लेते हैं। अब ० मे प्रारम्भ 
करके हसी रब्रा पर 0 के दाई और समान दूरी पर क्रमश: बिखु 8. 3, (*, ॥), ... 
आदि लिखते हैं। 


"् 


आकृति ॥.॥ ु 

यदि हम 0) से & की दूरी को एक इकाई या मात्रक (पा) मानें, तो दूरियों 
१3, (30" , (४), ... में से प्रत्यके एक मात्रक होगी। इस प्रकार दूरी 003 (5 0#6 
+ 63) दो मात्रक, दूरी 00(: (5 08 + 30) तीन मात्रक, दूरी 00 चार मात्रक 
इत्यादि हैं। क्‍योंकि बिन्दु () पूर्ण संख्या शून्य का संगत बिन्दु हे, अत: बिन्दु &, 
8, (', [), क्रमश: ।, 2, 3, 4,... के संगत होंगे। इसलिए हम 6, ॥3., (१, (0, ... आदि 
के लिए |, 2, 3, 4, आदि लिख सकते हैं (देखिए आकृति .)। इस सरल रेखा 
का किसो भी दुरी तक विस्तार दिया जा सकता है। अतः बिन्दु 0 के दाई ओर 
अपनी इच्छा से हम जितने बिन्दु चाहें, प्राप्त कर सकते हैं। इस प्रकार इस रेखा पर 
हम कोई भी पूर्ण संख्या प्रदर्शित कर सकते हैं। सरल रेखा के दोनों ओर लगे तीर 
चिहन इस रेखा का दोनों ओर असीमित विस्तार प्रदर्शित करते हैं। परन्तु पूर्ण संख्याएँ 
बिन्दु 0 के दाईं ओर हो प्रदर्शित की गयी हैं। सुविधा के लिए हम बिन्दुओं को 
उनके द्वारा प्रदर्शित संख्याओं के सर्वसम (6णांत्य) मान लेते हैं। इस प्रकार बिन्दु 
/& को संख्या |, बिन्दुं 9 को संख्या 2,...., बिन्दु [ए को संख्या |4 आदि माना 
जा सकता है। बिन्दुओं द्वारा संख्याओं के इस निरूपण से हम पूर्ण संख्याओं के कई 
महत्वपूर्ण गृण प्राप्त कर सकते हैं। इन गुणों में एक है पूर्ण संख्याओ का क्रम गुण 
(0७ |॥४/१० (५ )। 


मंख्या ग्खा पा 7 मंख्या 3 के दाई आर स्थित है और हम जानते हैं कि 
7>3 है। हमी प्रकार 4. संख्या || के बाई ओर स्थित है तथा 4 < |0 है। अतः 
दो पूर्ण मंख्याओं में संख्या रेखा पर छोटी संख्या बड़ी संख्या के बाई ओर स्थित होती 
है। यदि € तथा ) दो भिनल पूर्ण संख्या हों, तो इनके द्वास संख्या रेखा पर 
निरूषित बिल भी भिन्‍्म होंगे। यदि संख्या ८ द्वारा निरूपित बिन्दु संख्या 2 द्वारा 
निरूपित वि के बाई ओर स्थित है, तो ८ <) होगा। परन्तु यदि ८ द्वारा निरूपित 
बिन्दु ) के द्वार निरूपित बिलु के दाईं ओर स्थित है, तो 0<4 होगा। अत; किन्‍्ही 
भी दो पूर्ण संख्याओं की तुलना क्री जा सकती है। हम इसे पूर्ण संख्याओं का 
क्रम गुण कहते हैं। 

यदि 6 व॥) दो पूर्ण संख्याएँ हैं वो () 650 अथवा (!) ॥<॥ अथवा (॥) 
४>0 होता है। यदि ७</ है और ८ एक पूर्ण संख्या ऐसी है कि ६<८<# है, 
तो हम कहते हैं कि ८ संख्याओं तथा # के मध्य स्थित है। उदाहरणार्थ 2 <4 < 
5, |0॥॥ < 20॥॥ < ॥॥ हैं। अतः 4, पूर्ण संख्याओं 2 व 5 के मध्य स्थित है; 
2॥) पूर्ण मंख्याओं ॥॥॥ तथा 30॥॥ के मध्य स्थित है; आदि। यदि संख्यां ८ तथा 
/ इस प्रकार हैं कि ७<9 ह परन्तु कोई भी पूर्ण संख्या / इस प्रकार नहीं है कि 
0 <८</ हैं, तो इस स्थिति में /50%+ |, होगा। यहाँ हम 9 को 6 का परवर्ती 
(॥४८४७४४+ तथा ६ को | का पर्ववर्ती (॥॥९४९८८४४७/) कहते हैं। उदाहरण के लिए, 
3 पूर्ण संख्या 2 का परवर्ती है तथा () संख्या | का पूर्ववर्ती है। शुन्‍्य के अतिरिक्त 
सभी पूर्ण मंख्याओं का एक पूर्बबर्ती तथा एक परवर्ती होता है। शून्य का केवल परवर्ती 
होता है. और उसका कोई पूर्वशर्ती नहीं होता। विषम संख्या का परवर्ती सम होता है और 
सम संख्या का परवर्ती विषम होता है। इसी प्रकार, विषम संख्या का पूर्ववर्ती सम तथा 
" समर संख्या का पर्वव्ती विषम होता है। 


; ध्यान दीजिए कि 0 व । पूर्ण संख्याएँ हैं, 0<] तथा 0 व ॥ के बीच 
कोई पूर्ण संख्या नहीं होती। इस प्रकार | < 0 + । है। 


40. 


४४०2० ६९ |५"॥ || 


लिखिए ; 

() सबसे छोटी पूर्ण संख्या (॥) सबसे छोटी प्राकृत संख्या 

यदि संभव है तो लिखिए: 

() सबसे बडी प्राकृत संख्या (॥) सबसे बडी पूर्ण संख्या 

निम्न संख्याओं में से प्रत्येक के पूर्ववर्ती लिखिए: 

(0) 993 () 2000 (॥) 7008000 

निम्न संख्याओं में से प्रत्यक के परवर्ती लिखिए; 

() ॥000906.. 60॥) 2340700 (॥) 039909 

संख्याओं 88 तथा 0। के बीच कितनी पूर्ण संख्याएँ हें? 

क्या सभी प्राकृत संख्याएँ पूर्ण संख्याएँ भी हैं? कया सभी पूर्ण संख्याएँ प्राकृत 

संख्याएँ भी हें? 

निम्न में से प्रत्येक संख्या की अगली तीन क्रमागत प्राकृत संख्याएँ लिखिए: 

() 53 (8) 72] (॥) 856 

संख्या 009999 से अगली तीन क्रमागत प्राकृत संख्याएँ लिखिए । 

संख्या 94000] के पूर्ववर्ती तीन पूर्ण संख्याएँ लिखिए : 

निम्न में से प्रत्यके कथन के समक्ष सत्य (गए) अथवा असत्य (7) लिखिए: 

(0) 02345 अंक 5 पर समाप्त होने वाली सबसे छोटी 6 अंकीय प्राकृत 

संख्या है। 

400 संख्या 399 का पूर्ववर्ती है। 

500 सबसे बडी तीन अंकीय संख्या का परवर्ती है। 

पाँच अंकीय सबसे छोटी संख्या सबसे बड़ी चार अंकीय संख्या का परवर्ती है। 

दी गई दो प्राकृत संख्याओं में बड़ी संख्या वही है जिसमें अधिक अंक है। 

किसी दो अंकीय संख्या का पूर्ववर्ती एक अंकीय संख्या नहीं हो सकता। 

णा) यदि ८ तथा 9 दो प्राकृत संख्याएँ है और 4<7 है, तो एक प्राकृत 
संख्या ८ इस प्रकार होती है कि 6<८<9+ हो। 

(जा) यदि ६ व # दो पूर्ण संख्याएँ हैं और ८< 9, तो ७+।<४9+ | होता 
है। 

(5) प्राकृत संख्या | का कोई पूर्ववर्ती नहीं होता। 

(5) पूर्ण संख्या | का पूर्ववर्ती 0 होता है। 


<रफस ४ >सम» कि. सफहफसरआ. 
उ्ड्क्डछ 
*. 2 


नस 


। ७ हर्म संज्याओ मर सक्रिया॥।.. सांग 

हम संराला का चार मलभुत संक्रियाओं -. योग (जीडुना), स्यवकलन 
हराना), गुणा तथा भाग, मे शत्ती भॉति परिषित हैं। यहाँ हम इस संक्रियाओं के 
फुछ गुणों का अध्ययन करेंगे। हस अध्ययन में सम्मिलित सभी संख्याएं पूर्ण संम्याएँ 
ही हे । 

हम जानते हैं कि दो संख्याओं का सोग किस प्रकार जात किया जाता हैं। 
मंख्याओं ४ तथा 2] को योग 2० है। यहाँ ४ तथा 2] पूर्ण संख्या हैं तथा इनका 
योग 2०५ भी 7क्क पूर्ण संख्या है। हम कहते हैं कि पूर्ण संख्याओं 8 तथा 2] का 
याग पूर्ण संख्या 29 है। आईा। कुछ ओर उदाहरण देखें, 

35792 +* (१0)-4 व 50 

अर्थात्‌ पूर्ण संख्या + पूर्ण संख्या <  / पूर्ण संख्या 

आइए अब देखें कि किनन्‍्हीं दो पूर्ण संख्याओं ८ और 9 को किस प्रकार जोड़ा 
जाता है। 0) को छोड़ कर, सभी पूर्ण संख्याएँ, प्राकृत संख्याएँ हैं। इस प्रकार, या तो 
८ और # दोनों प्राकृत संख्याएँ हैं या इनमें से एक शून्य है। जब ८ और # दोनों 
प्राकृत मंख्याएँ हैं, तब आप जानते हैं कि इन्हें किस प्रकार जोडा जाता है। उनका 
योग +) एक प्राकृत संख्या है और इसीलिए एक़ पूर्ण संख्या भी है। हम इस संख्या 
को पूर्ण संख्याओं ८ और ४& का योग मान कर चलते हैं। जब ८ शून्य (0) हो, 
तब हम 6+४9 5४ लेते हैं। यह तथ्य संख्या रेखा से स्पष्ट विदित है। इस प्रकार 


है| 


पूर्ण संख्या + पूर्ण संख्या 5 पूर्ण संख्या 
तपर्युकत उदाहरणों से हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि दो पूर्ण संख्याओं का 


योग एक पूर्ण संख्या होता है। वास्तव में, उपर्युक्त उदाहरण पूर्ण संख्याओं 
के निम्मलिखित गुण का विशेष प्रकरण है; 


गृण ॥६; यदि ६ व 9 दो पूर्ण संख्याएँ हैं तथा ८+9-2८ है, तो ८ भी एक 
पूर्ण संख्या होती है। 


यदि हम पूर्ण संख्या 7 को 25 में जोडें, तो संख्या 32 प्राप्त होती है। यदि 
हम संख्या 25 को 7 में जोड़ें , तब भी संख्या 32 ही प्राप्त होती है। इसी प्रकार, 
69 को 82 में जोड़ने पर तथा ४2 को 69 में जोड़ने पर एक ही संख्या ॥5 प्राप्त 
होती है। दूसरे शब्दों में, हप कह सकते हैं कि 
7+$ हे बहू टेत #+ 7, तथा 69 + 82 ८ 82 + 69 


प्राकृत संख्या एलं पर्ण संस्याएँ / 


हम पूर्ण संख्याओं के कुछ और युग्म लेकर उनको दो भिन्‍न क्रमों में जोड़ 
कर देख सकते हैं कि योगफल वही रहता है। यह निष्कर्ष भी पूर्ण संख्याओं के योग 
के निम्नलिखित गुण का एक विशेष प्रकरण है; 
गुण वा; यदि ८ क्या # दो एर्ण संख्याएँ हैं, गो 6+2-529+6 होता है। 

अब हम तीन संख्याओं के योग पर विचार करेंगे। मान लीजिए 2, 5 व 8 
तीन पूर्ण संख्याएँ हैं जिनका योग हमें ज्ञात करना है। हम एक बार में केवल दो पूर्ण 
संख्याओं का योग ज्ञात करते हैं। अत: 2 व 5 का योग 7 प्राप्त होता है। अब 7 
तथा तीसरी संख्या 8 का योग करते हैं और इस प्रकार संख्या ॥5 प्राप्त होती है। 
यहाँ हम योग इस प्रकार प्राप्त कर रहे हें: 

(2+% 5) + है. 5. 5 

हम इनको दूसरे क्रम में भी जोड़ सकते हैं। पहले 5 तथा 8 को जोड़ कर 
!3 प्राप्त करते हैं ओर इसके बाद 2 व ॥3 को जोड़ कर ।5 प्राप्त करते हैं। इस 
प्रक्रिया में हम योग इस प्रकार प्राप्त करते हैं: 2+ (5+8) < ॥5 

इन दो विभिन्‍न क्रमों में योग करने पर भी हमें एक ही संख्या प्राप्त होती 
है। दूसरे शब्दों में, हम कह सकते हैं: 


(2+5) + 8 5ऊ 2+(5+8) 
हम कुछ और उदाहरण लेते हैं; 

([2+4)+ 9 5 ]6+9 5 25, 

[2 +(4+9) रू [2+[3 ८ 25 
यहाँ भी हम देखते हैं कि 


([2+ 4)+9 + [2+(4+9) 


[| 


इसी प्रकार, 

(935 के कै है. छ:% (35]3] 
व्यापक रूप में, इस गुण को हम निम्न प्रकार लिख सकते हें: 
गुण वा यदि 6, 9 व 2८ वीन पूर्ण संख्याएँ हैं. तो 

(८+729)+ ०2 ८ ० + [2 + 0) 

इस उभयनिष्ठ संख्या को हम 6+7929+ 2८ से प्रदर्शित करते हैं। 
पुनः तीन पूर्ण संख्याओं ८, 9, 2 के योग पर बिचार करें। ये तीन संख्याएँ विभिन्‍न 
क्रमों में जोड़ी जा सकती हैं यथा 6+9+0,०+2+४9, 0+9+ 9, 9+६+ ८, 


2. गधिल 


७+८्+्वब (+द+7 | गुण [ व गुण गा के द्वारा एक निष्कर्ष यह है कि ये सभी 
पूर्ण संख्याएँ समान हैं। हम एक उदाहरण द्वारा इस तथ्य को स्पष्ट कर सकते हें। 
मान लीजिए कि हमारी संख्याएँ [, 2 व 3 हैं। तब 


[+2+3 5 [([+2)+353+ 35% 0 
]+3+2 रू [+3)+254+2 50 
3+2+] र (3+2)+[58+] 50 
2+]+3 र& [2+%)+353+3250 
2+3+] » (2+3)+ [5 30+[+>0 
3+]+2 ८ (3+])+254+ “25 0 


इस प्रकार हम पाते हैं कि तीन पूर्ण संख्याओं को किसी भी क्रम में जोड़ा 
जा सकता है। योग सदेव एक सा ही रहेगा। 

यदि हमारे पास जोड़ने के लिए चार अथवा चार से अधिक संख्याएँ हैं, तो 
भी जोड़ने की प्रक्रिया विभिन्‍न प्रकार से की जा सकती है और यहाँ भी अन्तिम योग 


समान हीं रहेगा। उदाहरणार्थ, संख्याओं 2, 3, 5 व 9 का योग निम्नलिखित किसी 
भी प्रक्रिया से प्राप्त्किया जा सकता हैः 


| 


[(2+3)+3]+9 ८ (5 +5)+9 5 0+9 - ]9 
[(3+5]+9]+ 2 5 [8 +9]+ 2 ८ [7+2+<5 9 
([ (६+9)+2]+3 5 [([4 +2) +3 5 6 +3 5८ 9 
[([9+2)+ 3 ]+ 3 # []+3)+ 53 5 ]4+ 5 5 9 
[(2+5)+3]+4 (7 +3)+9 5 0+9 5 9 
[(3+9)]+2]+5 ८ (2+2) +5 5 4+ 5 5 9 
उपर्युक्त उदाहरणों की तरह, यदि हमारे पास योग करने के लिए दो से अधिक 
संख्याएँ हैं, तो उन्हें किसी दिए हुए क्रम मे जोड़ना आवश्यक नहीं है। पूर्व में दिए 
गए पूर्ण संख्याओं के योग के तीन गुणों के फलस्वरूप हम जोड़ने का कोई भी क्रम 
अपना सकते हैं। इसके लिए हम निम्नलिखित प्रक्रिया अपना सकते हैं: 
चरण ॥: किन्‍्ही भी दो संख्याओं का चयन कर उनका योग प्राप्त करें। 


चरण 2 शेष बची संख्याओं में से किसी एक संख्या का चयन कर पिछले योग 
में जोड़ें। 


शकृत संख्या ध्वं पृ भंग । है 


वश्ण 3ः सभी संख्याओं का योग होने तक चरण 2 को करते रहें। 

चरणों |। व 2 में संख्याओं का चयन हम किसी भी प्रकार कर सकते 
हैं। व्यवहार में, हम संख्याओं का चयन इस प्रकार करते हैं कि परिकलन सरल एवं 
सुविधापूर्वक किए. जा सकें। द 
उदाहरण ॥: संख्याओं 3, 42, 687 तथा 908 का योग ज्ञात कोजिए। 


हल 3 + 4]2 + 087 + 908 
ल्‍- ([[3+687]+4]2+ 908 (चरण |) 


700 +42 + 908 
5 (700 + 908) + 42 (चरण 2) 
- 608 + 4]2 (चरण 3) 


- 2020 
टिप्पणी: आवहार में उपर्यूक्षत प्रक्राया को अपेक्षा निम्नलिखित प्रक्रिया का उपयोग अधिक 
सुविधाजनक हैः क्‍ क्‍ 
चरण [;किन्हीं दो उपयुक्त संख्याओं का चयन कर उनका योग ज्ञात करें। 
चरण 2:इन दो संख्याओं को हटा कर इनके स्थान पर एक संख्या अर्थात्‌ इनका 


योग रखें। 
चरण ३:घरणों | व 2 को तब तक दोहराते रहें जब तक केवल एक संख्या प्राप्त 
न हो जाए। 


इन चरणों का उपयोग कर उपर्युक्त योग निम्न प्रकार प्राप्त किया जा सकता हैः 


3 + 4]2 + 087 + 906 
 ल्‍ [3+687)+42+908 (चरण ) 
& 700+4]2+908.... (चरण 2). 
0... +700+(42+908)..... (चरण ) 
हे .. 7 - 700+320 (चरण 2) 
हक. ४ >2020 ... (चरण ।) 


पूर्ण संख्याओं के निकाय में एक ऐसी संख्या है जिसका एक विशेष गुण है 
जो किसी भी अन्य पूर्णू संख्या में नहीं है। यह संख्या शून्य है तथा यह विशेष गुण 
इस प्रकार है: यदि हम शून्य को किसी पूर्ण संख्या में जोड़ें, तो योग वह पूर्ण संख्या 


ही होगी। उदाहरणार्थ 3»0 # 3, 4+0 5 4, 5000+0 5000 आदि। शून्य 
ही अकेली ऐसी संख्या है जिसमें यह गुण होता है। इस प्रकार हमें प्राप्त है: 


गुण ॥६ : पूर्ण संख्या 0 इस प्रकार होती है कि प्रत्येक पूर्ण संख्या: के 
लिए ध+ 050+6- ध है। शून्य इस प्रकार की अकेली पूर्ण संख्या हैं। 
[.7.. पूर्ण संश्याओं पर संक्रियाएँ. व्यवकलन 

हम जानते हैं कि एक बड़ी प्राकृत संख्या में से एक दूसरी प्राकृत संख्या किस 
प्रकार घटाई जाती है। पूर्ण संख्याओं का व्यवकलन (छटाना), निम्न दो स्थितियों को 
छोड़कर, प्राकृत संख्याओं के घटाने के तरह ही हैं; 
स्थिति [; यदि ध> 9, तो ८ -४95 0 होता है। 
स्थिति हो: यदि #(),तो त-# ०८ होता हैं। 
पदाहरणार्थ याद हम ॥00 में से ५ घयाँ, तो 3 प्राप्त होता है। यहाँ 00, 97 
तथा 3 तीनों पूर्ण संख्याएँ हैं। इसी प्रकार पूर्ण संख्या 49 में से पूर्ण संख्या 35 घटाने 
पर पूर्ण संख्या 4 प्राप्त होती है। यदि हम 43 में से 43 को घटाएँ, तो हमें 0 
प्राप्त होता है। यदि हम 5] में से 0 ऋटाएँ, तो हमें 5। प्राप्त होता है। क्‍या योग 
के गुण ॥ की तरह हम कह सकते हैं कि एक पूर्ण संख्या में से दूसरी पूर्ण संख्या 
अटाने पर एक पूर्ण संख्या प्राप्त होती हैं? संख्या 97 में से संख्या 00 घटाने पर 
क्या होता है? क्‍या ५7 में से 00 निकाला जा सकता है? पूर्ण संख्या निकाय में 
यह संभव नहीं है। दूसरे शब्दों में, हम कह सकते हैं कि 97--00 पूर्ण संख्या नहीं 
है। यह एक संख्या है परन्तु इस प्रकार की संख्याओं पर हम बाद में विचार करेंगे। 

इस प्रकार, हम देखते हैं कि योग का गुण |व्यवकलन के लिए सत्य 
नहीं है। अर्थात्‌ एक पूर्ण संख्या में से दूसरी पूर्ण संख्या घटाने पर जो संख्या प्राप्त 
होती हैं वह पूर्ण संख्या हो भी सकती है तथा नहीं भी हो सकती। वास्तव में, 
व्यवकलन के लिए निम्नलिखित गुण होता हैं; 
पुण 4 यदि थ तथा 9 दो पूर्ण संख्याएँ हैं, तो ०-४ एक पूर्ण संख्या है यदि 
0>४9या 65४9हो। यदि 0<# है, तोध-४ पूर्ण संख्या नहीं हैं। 

योग का गुण || भी व्यवकलन के लिए सत्य नहीं है। 0-3 (#7) एक पूर्ण 
संख्या है परंतु 7-0 एक पूर्ण संख्या नहीं हैं। 


के ई5 यदि ८ त्रेथा # दो पूर्ण संख्याएँ हैं और ८४% हैं, कौ इस स्थिति 
में या व्रो 4-४ पूर्ण संख्या होगी या 9- ० पूर्ण संख्या होगी। केक्ल 


पंकेत सस्मा पत्ता पेज समय || 


८८४ होने पर ही दोनों पूर्ण संख्याएँ होंगी। 

इस गुण के परिपेक्ष में दो असमान पूर्ण संख्याओं ८ तथा ४9 के लिए 
८ - 9 5 2 -6८' एक अर्थहीन कथन हे। 

गुण !| के समान ही योग का गुण पा भी व्यवकलन के लिए सत्य नहीं है। 
उदाहरण के लिए (6-8)-4 5 8-4 5 4 है, परन्तु 6-(8-4) 5 6-4 5 ।2 है। 
गुण पा ; यदि ८,७9७ व ८ तीन पूर्ण संख्याएँ हैं वथा ८ शून्य नहीं है, वो 
८-(9-2८) कभी भी (८ - 79) - ८ के बराबर नहीं होगा। 

जहाँ तक योग के गुण ॥५ का संबंध है वह व्यवकलन के परिपेक्ष में आंशिक 
रूप में ही सत्य है। सभी पूर्ण संख्याओं ८के लिए 8-0 -- ८ सत्य है। उदाहरणार्थ, 

7 «- 0 # ॥7 

गुण ॥9: किसी थी पूर्ण संख्या ८ में से 0 खटाने पर पूर्ण संख्या ८ ही ग्राप्त 
होती है। 

हम जानते हैं कि 65-9-7 है। साथ ही, 9+7-6 है। इसी प्रकार, 96- 


45 - 5] है तथा 45+5]-96 है। व्यापक रूप में, इस गुण को हम निम्न प्रकार 
लिख सकते हैं 


गुण 9; यदि ८, #, ८ पूर्ण संख्याएँ इस प्रकार हैं कि ०५-४-८ है, तो ४+८ 
-0 होता हे। 


(की 50 एफ 
प्रश्नावली .2 
. निम्न में रिक्‍त स्थान इस प्रकार भरिए कि प्रत्येक कथन सत्य बन जाए: 
([) 005 + 283 ८ ------- + 005 


() 30()50)॥ + () ८: ---+--- 
(#).._ 42345 + (679 + 32) ८ (679 +-----)+ 32] 


2. निम्न में से प्रत्येक योग को प्राप्त करिए तथा योग के गुण व्‌ की जाँच कीजिए; 


() 5628 + 39784 (). 39784 + 5628 
(8) 923584 + 78 (7)... 78 + 923584 

3. निम्न योगों को प्राप्त कर के योग के गुण ता की जाँच कीजिए: 
(१) ((5409 + 2] +59] (9). 45409 + ([!2 + 59) 


() (2359 + 64]) +40000 (ए) 2359 + (64] + 0000) 


80. 


. 


शत 


उपयुक्त क्रम लेकर निम्न योग प्राप्त कोजिए: 

() 637 + ०08 + 363 

[) 2002 +353 + [436 + >व / 

निम्न व्यवकलन कीजिए तथा परिणाम की जाँच संगत योग (व्यवकलन का गुण ७) 
द्वारा कीजिए: 


(] 7839 - 983 ... [). 2304 - 0999 

() [00000 - 98765 (ए). 202020 - 565656 

मिम्न संक्रियाएँ कीजिए तथा व्यवकलन के गुण गा का सत्यापन कोजिए: 

() 90725 - (7296 - 53472) और (96725 - 7296)- 53472 


()... 82795 - (40302 -37875) और (82795 - 40302) - 37875 
निम्न में प्रत्येक * के स्थान पर सही अंक लिखिए: 





() 973३ (7) 8706 
... मैं मै] जे कुक 
जी 677 
() 5370 (ए) 000000 
... # «6 0 _. क# के के के | 
25% * + 4320* 


सात अंकों की सबसे बड़ी तथा आठ अंकों की सबसे छोटी संख्याओं का अन्तर 
मात कीजिए। 

कबीर में अपने बचत खाते में 25000 जमा किए। बाद में उसने 5425रु 
निकाल लिए। उसके खाते भें कितनी राशि बची? 

एक गाँव की जनसंख्या [500 है। यदि उसमें से 489 पुरूष तथा 472 स््रियाँ 
है, तो बच्चों की संख्या ज्ञात कीजिए। 

गोरांग के पास 6000 रू थे। उसने 8750 रु अशोक को, 2638 रु अकबर 
को तथा 35000 रु एन्‍्थनी को दे दिए। उसके पास कितनी राशि शेष बची? 


. एक जादुई वर्ग (/४०६०९० 5वए७४८) में कुछ संख्याओं को इस प्रकार व्यवस्थित 


करके लिखा जाता हे कि प्रत्येक पंक्ति, स्तंभ और विकर्ण की संख्याओं का 
योग समान होता है। उदाहरणार्थ, निम्न जादुई वर्म में संख्याओं ।, 2, 3, ...,9 को 


आफ संग्या। गे पूर्ण संख्या ॥5 


इस प्रकार व्यवस्थित करके लिखा गया है कि 


अनशमनन्‍त, 
अऑलस्‍्कन्नमकी, 


उणकफरसी, 
नस 


निम्न जादुई वर्ग में रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


83, 


44. 


8+]+0 
8+3+ 4 
8+5+ 2 


बॉबी 
सन. 


( 


ना 
अिवनानकन्‍कनफ.. 


जज 





4 +9+2 
60+/+2 
[5 





.8 पूर्ण संख्याओं पर संक्रियाएँ . गुणन 


पूर्ण संख्याओं पर की जाने बाली एक और संक्रिया हैं गुणन। हम जानते हैं 
कि दो संख्याओं को गुणा किस प्रकार किया जाता है। हम यह भी जानते हैं कि 


4. गणित 


गुणा (गुणन) का अर्थ है बार-बार जोड़ना। उदाहरणार्थ, 3*८555+5+_5 5 5। 
अतः गुणन का प्रथम गुण स्वाभाविक रूप स सत्य है। 


गुण ]; यदि ध व 9 दी पूर्ण संख्याएँ हैं कथा 4००७-०८ है, वो ८ थी एक 


पूर्ण संख्या है। 
कुछ संख्याएँ लेकर हम इस गुण को स्पष्ट कर सकते हैं। 
9 »% [] - 99 
[0 »% 2 # 20 
0 » 00) 5 0 


इन सभी उदाहरणों में दो पूर्ण संख्याओं का गुणनफल एक पूर्ण संख्या ही है। 
आह, संख्याओं 4 ले 7 पर बिचार करें। गुणणमफल 4 %7 ८57+7+7 
+7 हू 28 है। इसी प्रकार, गुणमफल 7 %&4 रू 4+4+4+4+4+4+4 8 
है। अतः 4 को 7 से गुणा करने पर वहीं संख्या प्राप्त होती है जो 7 को 4 से 
गुणा करने पर प्राप्त होती है। इसी प्रकार, हम देख सकते हैं कि 
0| »& 389 > 389 > 40] 
(४ 5 बन 3 »९ () 
[ »*€ 99 ब्य 99 ९ ! 
अत: योग के समान ही गुणा करने में भी संख्याओं का क्रम महत्त्वपूर्ण नहीं हे। 
चाहे .कों # से गुणा करें अथवा 9 को से गुणा करें एक ही संख्या प्राप्त होगी। 
हम इस गुण को निम्म प्रकार लिखते हैं : 


गुण प्‌; कदि ८ तथा $ दो पूर्ण संख्याएँ हैं, वो 49579 +> ८ होता है। 
मान लीजिए हमारे पास तीन पूर्ण संख्याएँ 4, 6 व 9 हैं। यदि हम 4 व 
6 को गुणा करें, तथा इस प्रकार प्राप्त गुणनफल (24) व 9 को गुणा करें, तो हमें 
(4 3६ 6) / १ - 24 ५८9० 5 26 प्राप्त होता है। दूसरी ओर यदि 4 तथा 6 व 9 के 
गुणनफल को गुणा करें, तो हमें प्राप्त होता हैः 
4 ४ [0 ८ ०] > 4 ८ 54 ८ 26 
इस प्रकार प्राप्त दोनों संख्या समान हैं। इसी प्रकार, हम देखते हैं कि 
(2 » 28) » 73 « 2)< (28 3273) 5 24528 
वास्तव में, हमें गुणन का निम्नलिखित गुण प्राप्त है: 


गृण पा; यदि 6, 0 वे ८ तीन पूर्ण संख्याएँ हैं, वो (६०४)>2-4८)>4० # 2) 
होता है। 


प्राकृत संस्यां एस पूर्ण संख्या [5 


छ५, 


गुण वा में प्राप्त समान संख्या को ८४» ८ से प्रदर्शित करते हैं। योग 
के समान ही गुणन के गुण वा के प्रयोग से हम देख सकते हैं कि संख्याएँ 
4६% 73% 0,6६6 20% 9, 0 7:९०, 70 ९ ० ५ ७, ८४४५ ८८० ने 70% ८ ८ ८ सभी 
एक ही पूर्ण संख्या प्रकट करते हैं। गुणन के इस गुण को हम परिकलनों को सरल 
करने में प्रयोग करते हैं। यदि हमारे पास गुणा करने के लिए दो ", अधिक संख्याएँ 
हैं, तो हम पहले किन्हीं भी दो संख्याओं का गुणा कर सकते हैं। उसके बाद शेष 
बची संख्याओं में से एक संख्या लेकर पिछले गुणनफल से गुणा करते हैं। इस प्रक्रिया 
को हम तब तक बार-बार “ रते हैं जब तक सभी संख्याओं का गुणनफल प्राप्त न 
हो जाए। इस प्रक्रिया में हम संख्याओं का चयन इस प्रकार करते हैं जिससे गुणन की 
संक्रिया सरलता से की जा सके। इस प्रक्रिया को हम एक उदाहरण से स्पष्ट करेंगे। 


उदाहरण 2:8, 69 व 25 का गुणनफल ज्ञात कीजिए। 


हल: हम पहले 8 व [25 को गुणा करते हैं। उसके बाद हम प्राप्त गुणनफल को 
69 से गुणा करते हैं। अत: 
(8 » 425) »« 069 ८ 000 »<८ 69 5८5 69000 
हम यही गुणनफल (89 69) »& 425 तथा 8 » (69 » 25) द्वारा भी प्राप्त 
कर सकते हैं। गुणा करने का कौन सा क्रम सर्वाधिक सुविधाजनक है? 


उदाहरण 3; संख्याओं 6, 80, 25 व 5237 का गुणनफल ज्ञात कीजिए। 


हल: हम गुणनफल निम्न प्रकार प्राप्त करते है: 
[(80 ५८ 25] ५ ।52397] » 6 

व्य्(2000) & 45237) » 6 

- 30474000 ५» 6 

< 487584000 

गुणन की संक्रिया में संख्या | का वही महत्व है जो योग की संक्रिया में शून्य 

का होता है। हम जानते हैं कि [» 85 8, 79 ८ ] ८ 79 
इस प्रकार के गुण वाली अकेली संख्या है। 


गुण 9: सभी एूर्ण संख्याओं 9 के लिए ]ल्‍// 959 ]5% होवा है। 
पूर्ण संख्या | इस ग्रकार के गुण वाली अकेली पूर्ण संख्या है। 


गुणन संक्रिया के परिपेक्ष में संख्या शून्य का भी एक विशेष. गुण है। हम 
जानते हैं कि 3»0 5 0, 0 ५ 00 5 0, 357692 ५: 0 5 0 है। 


के. शाजिल 


शश्‌ छ ; प्रत्येक पूर्ण संख्या 9 के लिए 0ल्‍:9592 0-0 होता हैं। 
शून्य इस गुण वाली अकेली पूर्ण संख्या है। 
अब हम गुणन के एक और महत्वपूर्ण गुण पर विचार करेंगे। यह गुण योग 
व गुणन संक्रियाओं में एक संबंध स्थापित करता है। एक बड़ा गुणनफल छोटे-छोटे 
गुणनफलों के योग के रूप मे लिखा जा सकता है। संख्याओं 3, 5 व 8 पर विचार 
करें। पहले हम 5 व 8 का योग करते हैं, फिर इस योग को 3 से गुणा करते हैं। 
अर्थात्‌ 
3 % [5 + 8) ८ 3 * 3 ८ 39 
इस प्रकार हमें 39 प्राप्त होता है। अब हम 5 व 8 को 3 से अलग-अलग 
गुणा कर के फिर गुणनफलों का योग करते हैं। इस प्रकार 
3% 5+3<> 8 # [5 + 245८ 39 
इस प्रकार भी हमें 39 प्राप्त होता है। अतः हम देखते हैं कि 
तले १ [3 + 6) रू 3 % 3 + 3 »८ 0 
इसी प्रकार, हम देखते हैं कि 
(7+ ]3) <& 5 5 20 ४८ ]00 
और 7» 5+ 3 » 5 «& 35 + 65 - 400 
यहाँ भी हम देखते हैं कि पहले जोड़ने और बाद में गुणा करने पर वही संख्या 
प्राप्त होती है जो पहले अलग-अलग गुणा करने और बाद में जोड़ने यर प्राप्त होती 
है। 
गुण एव; यदि ०, 2, ८ तीन पूर्ण संख्याएँ हैँ, वो 4»(979+८)> ८ * 9 + 
क< ८2 क्या (20+ ८): 45 9: ८+ ८» ८ होता है। 
यदि दो के स्थान पर तीन या अधिक संख्याओं का योग है, तब भी यह 
गुण लागू होता है। इस प्रकार 
ध+>([7+0+दीजनपधज>9क+ककट्कतपकनवचं ह 
(ध६+०9+0+ थे) ४ 9 ८६५ 9+ 92% [9+0%|9+ ६» 9 इत्यादि! 
यदि योग के स्थान पर व्यवकलन है, तो क्‍या होगा? पुनः 3, 5 व 8 पर 
विचार करें 
3 > (8 - ७9) रू 3 % 3 5 9, तथा 
3 » 8 - 35% 5 ८ 24 -- 5 ८ 9 
इसी प्रकार, 


पाक ही | | 2 रे ॥॥ं | 


(3 7) * 5 5 6 »& 5 5 30 तथा 
3 ५ 5-7 » 5 ८ 65 -- 35 5 30 
इस प्रकार, हमें प्राप्त होता हैः 


गुण १7: यदि ०, 9, व ८ तीन पूर्ण संख्याएँ हैं तथा 97>2८ है, तब 


६१% (7-0) न 6 »& 2-०9» ०, तेथा 
(9-0) % ८६८ 97 * 4-८ » ८ होता है। 
गुण शव शा परिकलनों के सरलीकरण में बहुत सहायक होते हैं। 


उदाहरण 4:57 ५ 35 का मान ज्ञात कीजिए। 


हल 57 » 35 ८ (50 + 7) » 35 
< 50 ५ 35 + 7 & 35 
न 750 + 245 
-- 995 
उपर्युक्त गुणनफल निम्न प्रकार भी प्राप्त किया जा सकता हैः 
57 » 35 5 (60 - 3) » 35 


- 60 »* 35 - 3 ८ 35 
ने 200 - 05 
- [995 
उदाहरण 5; 375 को 84 से गुणा कीजिए। 
ही 375 » 84 ८ (300 + 70 + 5) » 84 


ञल्‍ 300 » 84 + 70 »% 84 + 5 ३८ 84 
* 25200 + 5880 + 420 
< 3500 


हम जानते हैं कि 7> 5 है। 7 व 5 को 3 से गुणा करने पर, हमें क्रमशः 
2 तथा ॥5 प्राप्त होते हैं तथा 2] > 5 है। आइए दूसरा उदाहरण लें। 25 > 
97 है। दोनों को 5 से गुणा करने पर, 25 ५८ 5 5 075 तथा 97 » 5 - 985 प्राप्त 
होते हैं। हम जानते हैं कि 075 > 985 है। इस प्रकार, हम कह सकते हें: 
गुण 'ध्र्मा: यदि ८, 9, ८ पूर्ण संख्याएँ हैं, 4>79 व ८5० है, 
तब ८८५»८००>४०४»% ८ होता है। 
9 ढे 


तणित 
पश्नावली .3 
निम्न कथनों को सत्य बनाने के लिए रिक्त स्थानों में पूर्ण संख्याएँ भरिए; 
(4) 5379 » () ७ --+--------- 
(॥) 675 » वा न 4ी % अल ल न ++ 
(48) 3709 /८ | कल +“+०>+++««+« 


(९५) 0 » 00 $८ न्‍जललल जल 0000 

(५) 42 ५ [8 % [5 5८ 06 % >“न्‍न्‍नीलल नल ++ >९ 42 
उपयुकक्‍त क्रम लेकर गुणा कीजिए: द 

() 2» |735 + 30 (7) 4 9» 25 ५ ]06 
(॥) 8» 290] » [25 (ए) 279 % 625 *८ 6 
(५) 285 +८ 5 ५८ 600 (५) [25 ८ 40 »<८ 89८ 225 
रिक्त स्थानों की पूर्ति कोजिए: 

() 45 /< 36 ८ 45 » 30 + 45 %८ --------------- 

(॥) 27% ]8 > 27 $% 9 + 273८ 5 + 27 % «--->न्‍->-+++ 
(॥) 82 & 45 ७ [2 ५ 50 -2 % -नन्‍न्‍जाच-न-- 

(९) 60 » 85 5: 66 & 90 -- 66 »४ -न्‍न्‍न्‍ञडडजणिज>जत++० 


कोई भी दो विषम पूर्ण संख्याएँ चुनिए। कया इनका गुणनफल एक विषम पूर्ण 
संख्या है? क्‍या यह किनन्‍्ही भी दो विषम पूर्ण संख्याओं के लिए सत्य है? 


कया दो सम पूर्ण संख्याओं का गुणनफल सदेव एक सम पूर्ण संख्या होता है? 


(आपको याद होगा कि एक प्राकृत संख्या सम होती है जब वह 2 से विभाज्य 
हो। इसी प्रकार. एक पूर्ण संख्या सम होगी यदि वह 2 से विभाज्य हो। इस 
प्रकार सभी सम प्राकृत संख्याएँ सम पूर्ण संख्याएँ हैं। साथ ही, चूँकि 
0 5 2% 0 'है, इसलिए 0 संख्या 2 से विभाज्य है और इस प्रकार एक सम 
पूर्ण संख्या है।) 


कया एक सम पूर्ण संख्या तथा एक विषम पूर्ण संख्या का गुणनफल एक विषम 
पूर्ण संख्या होता है? 


7, 


0. 


॥. 


42. 


43. 


44. 


ब्राकृत संख्याएं एव पूर्ण क्रय. ॥0 
हम जानते हैं कि 0+0-0 है। क्‍या ऐसी कोई और पूर्ण संख्या 9 है जिसके 
लिए .+7 5% है ? 
हम जानते हैं कि 0::0- 0 है। क्‍या ऐसी कोई और पूर्ण संख्या 4 है जिसके 
लिए 4१% 4-१ है? 
यदि दो पूर्ण संख्याओं का गुणनफल शून्य हो, तो इन संख्याओं के बारे में आप 
क्या कह सकते हैं? 


गुणन के गुण था का प्रयोग करते हुए, निम्न गुणनफल ज्ञात कीजिए: 
(0). 86 »& 745 (0). 2032 » 63 
(7) 2370] *« 4389 ([ए) 49389] »< 206 


योग व गुणा के गुणों का प्रयोग करते हुए, निम्न गुणनफल ज्ञात कीजिए; 
(). 736 » 403 (]) . 6854 » 96 
(9) 256 » 008 (ए) 995 »% 58 


गुणन के गुणों का प्रयोग करते हुए, निम्न में से प्रत्येक का मान ज्ञात कौजिए: 
() 297 & 7 + 297 % 3 


() 54279 ५ 92 + 8 » ठ4279 

(9) 865 » 69 -- 865 » 69 

(५) 5625 ५८ 5625 - 5625 »८ 5625 

(५) 46] ८ 999 + 46] 

(ए).. 887 » 0 » 46] - 36 » 8870 

(छा)... 5 » 579 ५ 6 -- 6 ५ 579 » 5 

(छा). 6 » 739 ५ 7 - 2 +८ 739 

(2) 3845 »< 5 * 782 + 769 »< 25 ३८ 28 

(5) 36 »> 383 + 47 > 583 -- 48 »& 583 -- 5 ५८ 583 


चार अंकों की अधिकतम संख्या को तीन अंकों को न्यूनतम संख्या से गुणा 
कीजिए। 


एक दुकानदार ने 25 रंगीन टी.वी. खरीदे। यदि प्रत्येक टी.वी. का मूल्य 9820रु 
है, तो इन सभी टी.वी. का कुल मूल्य ज्ञात कीजिए। ' 


85. 


6. 


7, 


8. 


है पटक 
ट 
788. 7 


7 5 0, (5 तथा 20 एक-एक करके लेकर संबंध 


न 
+ 2+ 3+ कल 


की सत्यता की जाँच कीजिए। 7: के कुछ और मान भी लीजिए। क्‍या यह संबंध 
इन मानों के लिए भी सत्य है? 
८5 89 तथा 7> ! लेकर संबंध 
(६+ 9) * (७- 92) 5 ६८ ६ - 9 * 2 
की जाँच कीजिए। ८ तथा ४ के कुछ और मान लेकर भी इस संबंध की जाँच 
कीजिए। 
८८ 00 के लिए संबंध 
८» ८ ९ ८ - | + (6 +-]) »* (ध * ८ + ०८+ 4) 


को सत्यापित कीजिए। ८ के कुछ और मान भी लीजिए। क्‍या यह संबंध इन 
मानों के लिए भी सत्य है? 


८ ८ 200 लेकर दिखाइए कि 
८ > ६ * ध+ | 5८ (ध+ |) » (८ *८ ८ -> ८ +[]) 
८ के कुछ और मान लीजिए। क्‍या यह संबंध अब भी सत्य है? 





पर्ण फशजाओं पर संक्रि 
हम जानते हैं कि एक संख्या का दूसरी संख्या से विभाजन किस प्रकार किया 


जाता है। यदि ८ व ४ दो संख्याएँ हैं और हम ८+४9 ज्ञात करते हैं, तो हमें दो. 
संख्याएँ 4 जिसे भागफल ((४०#077) कहते हैं, तथा + जिसे शेष (ल्फादां॥दंटा) 
कहते हैं, प्राप्त होती हैं। उदाहरणार्थ, यदि हम 7 को 3 से विभाजित करें, तो भागफल 
2 तथा शेष | प्राप्त होते हैं। इसी प्रकार, हम कुछ और पूर्ण संख्याएँ लेकर भागफल 
तथा शेष प्राप्त करते हैं। 


() 


कि 9 भागफल ध्‌ शेष # 
8 3 22 | 
(7) [0 2 5 


(॥]] 3 [5 0) 83 
(ए) . 2[ [ 4] () 


पराकृत मसंख्या करत भूर्ष संर्याों 2। 


जब शेष शून्य है तब हम कहते हैं कि ४ संख्या ८को पूर्ण रूप से विभाजित 
करती है तथा 4+४ एक पूर्ण संख्या अर्थात्‌ भागफल 6 प्रदर्शित करता है। जैसे 
उदाहरणों (8) व (ए) में 0+2 5 5, 2] + ! < ! है। शेष उदाहरणों, अर्थात्‌ () 
व (धर) में ४+ ४ एक पूर्ण संख्या प्रदर्शित नहीं करता। अतः हम कह सकते हैं कि 
गुण ॥: यदि ८ व ४ दो पूर्ण संख्याएँ हैं, तो ०+४ एक पूर्ण संख्या हो 

भी सकती हैं ओर नहीं भी। 
इस प्रकार योग अथवा गुणन का गुण ॥ विभाजन के लिए सत्य नहीं है। 

जिस प्रकार गुणन का अर्थ बार-बार जोड़ना भी होता है, उसी प्रकार भाग 
देने का अर्थ बार-बार छाटाना भी होता है। निम्नलिखित उदाहरणों को देखिए: 








5 3 
धर पहली बार _- 4 पहली बार 
0 द 9 
नये दूसरी बार . - 4 दूसरी बार 
5 5 
तक तीसरी बार - 4 तीसरी बार. 
0 
इस प्रकार 5: +5 >> 3, जो एक इस प्रकार 3 +4 एक पूर्ण संख्या 
पूर्ण संख्या है। ' नहीं है। 


इस प्रक्रिया में हम तब तक घटाते जाते हैं जब तक हमे शून्य अथवा घऋटाए 
जाने वाली संख्या से. छोटी - संख्या प्राप्त नहीं हो जाती। यदि हम शून्येतर संख्या 9 
, से शून्य को बार-बार घटाएँ, तो प्रत्येक बार संख्या ४ ही. प्राप्त होगी। हम कभी भी 
शून्य अथवा शून्य से कम संख्या प्राप्त नहीं कर पाएँगे। उदाहरणार्थ ।0+0 लेने पर, 
हम देखते हैं कि 


0 

- 0 पहली बार 
१0) 

- 0 दूसरी बार 
0 

-. 0 तीसरी बार 


0 


[तन 
दुसरे शब्दों में, शुन्य से भाग देना एक सार्थक संक्रिया नहीं है। हम इसे गुण 
के रूप में हम प्रकार ध्यक्त करते हें: 
गृण वा शून्य से विधाजन एक अर्थहीन संक्रिया हैं। 
जिस प्रकाश जोहना तथा छाटाना एक्क-दुर्मोर की विपरीत संक्रियाएँ हैं, उसी 
प्रकार गणन और भाग भी एक दूसरे को बिपरीत संक्रियाएँ हैं। उदाहरणत: 
वि त- ै5:४ 2 के, और 58 पा पं 8, डे पे 
और 3३» 7४८ 9 है 


55० 


6+2क 
हे < 7५5 ॥ हर हे और 3 % है 5७: 24 है 


0 ; 8 ले, जोर ४ ४ ३४ 2 है, आदि। 


व्यापक रूप में, यदि ध < 95 ८ हैं, तो ७0% त होता हैं। 
निम्नलिखित उठाहर्णे का देखिए; 
गुणन प्षथ्य संगत सिभीजन आंश्य 
35% 5 ॥5 [5 + 3 ८ 3), [5 + 3 » 
न »% 7 + 6 हे न न 5 ६, 2 + / व री 
32 के इक ही 2 | कक, आ। 


ध्यान दीजिए कि दो भिन्‍नम शुन्येतर संख्याओं के एक गुणन तथ्य से दो विभाजन 
तथ्य प्राप्त होते हैं। 
व्यापक संदर्भ में, 

यदि ६ +090,9 0, त+ # हो और ६%४9र ८ है, तो ७+>दध » 9 और 

८+ 95८ ध होता है। इस प्रक्रार हमें निम्न प्राप्त होता है: 
गुण गा; मान लीजिए ८. #& ब८ तीन पूर्ण संख्याएँ हैं और 9 व ८ दोनों 

शून्येतर पूर्ण संख्याएँ होँ। 

[0 यदि (+95८ हो, तो 9४८०5 वध होया, तथा 

[0 यहिं ॥॥ 5 6 द हो, तो त+ 6? व (६ +9+»?० होगा। 

गृणन तथा भाग को संक्रियाओं के इन संबंधों के द्वारा हम विभाजन के 
कुछ ज्ञात गुणों की सत्यता की जाँच कर सकते हैं। इस प्रकार 

३ ४ | ८ 3, [» | 5 |, 60५ ७ | 5 0०, आदि से हमें क्रमश; प्राप्त होता है 
कि 3<> 3७ |, ॥॥> ) 5 ], 09 + 600 & | है। व्यापक रूप में, 


परकृत समस्या! पु शर्म मकट्माए. 23 
हे ह/ + | ५ बड 


गुण ॥ए३ यदि ८ एक शून्येवर पूर्ण संख्या है, तो ८+८५-।| होता है। 
इसी प्रकार, हमें प्राप्त होता है कि 3+>4 5 3, ।0+4- 0, 69 +> 5 69 है। 
व्यापक रूप में, क्‍ 
गुण 9४ यदि ८ एक पूर्ण संख्या है, तो 6+-”0० होवा हैं। 

हम जानते हैं कि 6ल्‍ 5 एक पूर्ण संख्या नहीं है। इससे भागफल 3 तथा 
शेषफल अर्थात्‌ शेष । प्राप्त होता है। साथ ही, हम जानते हैं कि 

5»८3+5 0 

इसी प्रकार, 29+3 से भागफल 9 तथा शेष 2 है और 3::9+2- 29 है। इसी 
प्रकार, 77+] से भागफल 7 तथा शेष ० प्राप्त होता है तथा 77 ८] » 7+ 0 
है। अतः यदि किसी विभाजन संक्रिया में भाज्य ८ है, विभाजक (या भाजक) ४9 
है, भागफल ध है तथा शेष + है, तो 

4८ 94+॥7 होता है, जहाँ 750 या +<४ है। 

इस संबंध को विभाजन कलन विधि (9छ5/07 .4007#07) या विधाजन का 

नियम कहते हैं। 


उदाहरण 6: संख्या 45998 को 356 से विभाजित कीजिए तथा विभाजन के नियम 
का सत्यापन कीजिए। 


हल; 356) 45998 (29 यहाँ भागफल ५८ 29 तथा शेष 7 74 है। 








356 साथ ही, 356 &»« [29 + 74 
039 . # 45924+ 74 
72 - 45998 है। इस प्रकार 
3278 विभाजन का नियम सत्यापित हो गया। 
3204 

का 





उदाहरण “7: विभाजित कीजिए: 
() 389 को व] से 
(7) 462] को 34 से 
तथा प्रत्येक अवस्था में विभाजन कलन विधि का सत्यापन कीजिए। 


हल: () संख्या 339 को व] से विभाजित करने पर, भागफल 4८७ 35 तथा शेष 


[व 
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/ - 4 प्राप्त होता है। साथ ही, [] ५ 35 + 45 385 + 4 # 389 है। 
(0) संख्या 462। को 34 से भाग देने पर भागफल ध्‌ 5 35 तथा शेष 753] 
प्राप्त होते हैं। साथ ही, 34 ५८ 35 + 3] ८ 4590 + 3 ८ 462 हैं। 


के कक 0 

प्रश्नावली .4 
विभाजन कीजिए तथा भागफल एवं शेष प्राप्त कीजिए: 
() 7772 + 58 (0). 69063 + 35 
([![) 90324 + 245 ([ए) 42345 + 975 
(५] 6025 < ()() (०७) 92845 + 300 
मान ज्ञाव कौोजिए: 
(0) 32475 + । () 0+ 79 
(7]) 476 + (620 + 82) ([ए) 694 + [725 + 725) 
(ए) (465 + 465) - ([465 + 465) (ए). 72450 + (583 - 58] 
(शी) (5625 + 25) + 25 (शा) 7400 - 200.ल्‍८ (450 + 50) 


6 अंकीय न्यूनतम संख्या कौन सी है जो 75 से पूर्णतः विभाजित हो जाती है? 
4 अंकीय अधिकतम संख्या कौन सी है जो 40 से पूर्णतः विभाजित हो जाती है? 


वह संख्या प्राप्त कीजिए जिसे 35 से विभाजित करने पर भागफल 20 तथा 
शेष 8 प्राप्त होता है। 


एक मालिन 570 वृक्षों को 9 पंक्तियों मे रोपना चाहती है। प्रत्येक पंकित 
में वक्षों की संख्या समान है। प्रत्येक पंक्ति में कितने वक्ष होंगे? 


एक नगर की जनसंख्या 450772 है। प्रत्येक 4 व्यक्तियों में एक व्यक्ति 
शिक्षित है। नगर में कुल मिलाकर कितने व्यक्ति शिक्षित हैं? 


एक छवबिगृह का निर्माण किया जाना है जिसकी प्रत्येक पंक्ति में 36 कुर्सियाँ 
होनी चाहिए। 600 व्यक्तियों को एक साथ बैठा सकने के लिए स्यूनतम कितनी 
पंकितियों की आवश्यकता होगी? 


24 रेडियो का क्रय मूल्य 8720 रु है। यदि प्रत्येक रेडियो का मूल्य समान 
हो, तो एक रेडियो का क्रय मूल्य ज्ञात कीजिए। 


40. 


4. 


42. 


43. 


4. 


. 45. 


प्राकृत संख्याएँ पब पूर्ण संख्या 25 


]000 में से कौन सी न्यूनतम संख्या ज्टाई जाए जिससे प्राप्त अन्तर 30 से 
पूरा-पूरा विभाजित हो जाए? 


कया कोई पूर्ण संख्या 7 इस प्रकार की होती है कि 77+77 5 7: हो? क्या 
कोई ऐसी पूर्ण संख्या होती है जिसके लिए यह संबंध सत्य नहीं है। 


कया दो भिन्‍न शून्येतर पूर्ण संख्याओं धतथा 9 के लिए. 6+४£9-४2+ ० होता 
है? 
निम्न में से कान से कथन सत्य हैं? 


(!) दो भिन्‍न शून्येतर पूर्ण संख्याओं के प्रत्येक गुणन तथ्य से दो संगत विभाजन 
. तथ्य प्राप्त होते हैं। 

(॥) यदि & एक पूर्ण संख्या है और यह दूसरी पूर्ण संख्या 9, जो «से बडी 
है, द्वारा विभाजित की जाती है, तो भागफल 0 के बराबर नहीं हैं। 
(!!) किसी भी शून्येतर पूर्ण संख्या को स्वयं से विभाजित करने पर भागफल 

। प्राप्त होता है। 
([ए) तीन भिन्‍न पूर्ण संख्याएँ ८, 9, 2 इस प्रकार नहीं हो सकतीं कि 
(9 + ८) 5 (८ + 9) +८ हो। 

ध८> 5, 0 व 00 एक-एक करके लेकर सत्यापित कीजिए कि 

(ध><दध>८दध-])]+ (६- ) रू ध >€६दा + ६८कऊ+ व है। 
अपनी ओर. से कुछ और मान लेकर इस संबंध को सत्यापित कीजिए। 
५८5७3, 5 व 40 एक-एक करके लेकर, संबंध 
(६ *< ८ >< ८ #*< ८ >< ८७८ --) + (८ -]|)] - ८ #८ ध >*< दध #< दकजऊ ८. >*८ दू >< ८ + ८ 
>दधि+जनदाक+ओं 


को सत्यापित कीजिए। अपनी . ओर से 6 के कुछ ओर मान रखिए। क्‍या 


इन मानों के लिए भी यह संबंध सत्य है? 


नि प्ज्क 
गे ए ॥ “ध वीआण २ 
बह > ६ न बा ही कफ 
॥.+ “की धो 


न्यूनतम प्राकृत संख्या | है तथा न्यूनतम पूर्ण संख्या 0 है। 

किसी प्राकृत मंख्या अथवा पूर्ण संख्या का परवर्ती उस संख्या से | 
अधिक होता है। 

प्राकृत संख्या | तथा पूर्ण संख्या 0 का कोई पूर्ववर्ती नहीं होता। 

| के अतिरिक्त किसी प्राकृत संख्या तथा 0 के अतिरिक्त किसी पूर्ण 
संख्या का पूर्ववर्ती संख्या से | कम होता है। 


पूर्ण मंख्याओं ६, 9,८ के लिए, 


१28... ३० 


0 9० पा 9 


0. 


2., 
[3 
[4. 


86. 


[7. 


48. 


9. 


40. 


[० + 9) एक पूर्ण संख्या है तथा 6+9-5#92+ ० है। 

८ - ॥ पूर्ण संख्या हो भी सकती है, और नहीं भी हो सकती है। 
ध-#*#-द्वाध*9, ८«0, 9 0) है। 

ध+ [9+ठ0) < धव+9)+८« (ध+८) + 9 होता है। 

सामान्यत: ८“ (9-८०) * (८- 2] - ८ होता है। 

८2 + प्रक पूर्ण संख्या है तथा ६५४7-४9 +>% ८ होता है। 

६ + 2 पूर्ण संख्या हो भी सकती है तथा नहीं भी हो सकती। 
ध+7)*9+ ८ [६८*७9, ८0, 2 50) है। 

(८६% [926] ८ (ध+ 9] १८ ८८ [१५८ ८) ८ 9 होता है। 

सामान्यत: (+ ([9+ ८) * (ध +9) + ८ होता है।' 

ध+0<07क+द्ा८ ८-0८ होता है। 

४ 05% 09+>» 6 0 तथा 0+ ८5८ 0 (०* 0) होता है। 

पड | 5] ऋतधाब्दहोता है। 

धर ] नये, ध+ धर | [६0] होता है। 

थ 2 [(0+ ०) न्यूज #+6०> ८तथा [97+0]+ द८ 27 # ध+८ भध 
होता है। 

ध> [0-० न ध> 97 >> ८टतथा (97-0]> ८5 2+% 6-८2 ८ 
(0० 2८] होता है। 


यदि 4 भाज्य, # भाजक, ६ भागफल तथा +शेष है, तो ८७४4+ 
होता है। 


' ध्याय र्फ 
" | ।५०॥ हैं है! 
| 
| 6 ४५ 
पा ह । ५) रा 
0 8 ४ ४ ही दो ही 
| ५ [| पं 
[४ ०क त्मणतपरी#परणदाल के एक 70, / ताज हद पा ७. समर बज़... 7 कह ५. ५ ५] ५ धन-य/ कै जे शिकआदशेह॥ पा, 08०7 ० आ ५ 7 तक पक्के कर 5०१ 7 4३ प्री. ५ हा 7५५०] धक्का 700 5 
(हे 
है ब 
(08) 
भ | ]+ $ ऐप ॥ ॥ं 
ण | हा म्रृ है ॒ ५ ९॥॥ 
हु ॥] ३४ ५५ ! ॥ हे ञ् है | 
एप + 


पहले अध्याय में हमने दो संख्या निकायों-प्राकृः संख्या निकाय तथा पूर्ण 
संख्या निकाय का अध्ययन किया। परन्तु हमारी विन-प्रतिदिन की आवश्यकताओं की 
पूर्ति के लिए ये संख्या निकाय अपर्याप्त हैं। पूर्ण संख्याओं के अतिरिक्त भी संख्याओं 
की महति आवश्यकता है। इस अध्याय में हम पूर्ण संख्या निकाय का विस्तार 
करेंगे तथा उसे पूर्णाकों तक ले जाएँगे। हम पूर्णाकों पर विभिन्‍न संक्रियाओं तथा उनके 
गुणों का अध्ययन करेंगे। हम पूर्णाकों के निरपेक्ष मान तथा पूर्णोाकों की धात की 
भी चर्चा करेंगे। 


न धर हज 
तल हे ' ! को पता 5 महक त 5 
।" | न ॥॥ |] ५५ | ई , | ५9] ॥ ] क ्ट्‌ शा | ९३, (हु ४ 
॥॥ + 


पहले अध्याय में हमने देखा कि यदि एक पूर्ण संख्या में से दूसरी पूर्ण संख्या 
घटाएँ, तो परिणाम का पूर्ण संख्या होना आवश्यक नहीं है। जैसे 5 में से 7 घटाने 
पर एक पूर्ण संख्या प्राप्त नहीं होती। इसी प्रकार 0-0, 9-00, 285397-793582 
भी पूर्ण संख्याएँ नहीं हैं। अतः यह आवश्यक है कि पूर्ण संख्या निकाय का विस्तार 
कर इसमें तथाकथित ऋणात्मक संख्याओं का भी समावेश किया जाए। ऋणात्मक 
संख्याओं की आवश्यकता केवल 7-0 जैसी परिस्थितियों के लिए ही नहीं होती बल्कि 
वास्तविक जीवन में जहाँ भी विपरीत स्थितियाँ संबद्ध होती हैं, हम धनात्मक एवं 
ऋणात्मक संख्याओं का प्रयोग करते हैं। एक व्यापारी के लिए लाभ एवं हानि ऐसी 
ही दो विपरीत स्थितियाँ. हैं। यदि लाभ धनात्मक संख्या से व्यक्त किया जाता है, 
तो हानि के लिए ऋणात्मक संख्या का प्रयोग किया जाएगा। पर्वत की ऊँचाई तथा 
घाटी की गहराई भी ऐसी ही दो विपरीत स्थितियाँ- हैं। इसी प्रकार, मूल्यों का 
घटना-बढ़ना दो विपरीत स्थितियाँ हैं। भूमध्य रेखा (विषुवत्‌ वृत्त)(८६0807) के पास 
के नगरों का तापमान 0"(' से अधिक होता है जिसके लिए धनात्मक संख्याओं क्रा 
प्रयोग करते हैं, जबकि ध्रुवों (00]68) के निकट तापमान 0" से नीचे होता है जिसे 
ऋणात्मक संख्या द्वारा व्यक्त करते हैं। 


3 गिल 





2.3 ऋणात्मक संख्याएं 
ऋणात्मक संख्या के बिंचार को हम निम्न प्रकार समझ सकते हैं: 


आइए, संख्या रेखा (आकृति 2.) के उस भाग पर विचार केन्द्रित करें जिस पर पूर्ण 
संख्या9ँ 0, [, 2, 3.... आदि चिह्नित हैं। 





आकृति 2./ 


मान लीजिए हम बिन्दु 0 पर एक दर्पण इस प्रकार रखते हैं कि संख्या रेखा 
के चिद्ठित भाग का प्रतिबिम्ब रेखा पर ठीक विपरीत दिशा में प्राप्त हो। इस 
प्रतिबिभ्बित भाग पर बिन्दुओं ।, 2, 3, ... आदि के प्रतिबिम्ब बनेंगे। इस प्रतिबिम्बित 
भाग को बनाकर इस पर |, 2, 3, ... आदि के प्रतिबिम्बों को क्रमशः -, -2, 
-3, -« आदि से व्यक्त कीजिए (आकृति 2.2)। 





आकृति 2.2 


इस प्रकार हमें दोनों दिशाओं में अपरिमित विस्तार वाली एक रेखा प्राप्त होती 
है। बिन्दु 0 अर्थात्‌ शून्य इस रेखा के मध्य में स्थित है। बिन्दु 0 के दाईं ओर प्राकृत 
संख्याएँ ], 2, 3, ... तथा बाईं ओर इनके प्रतिबिम्ब -, -2, -3, ... आदि स्थित 
हैं। यहाँ हम । के प्रतिबिम्ब -। को ऋणात्यक (४८४०४४८) |, । का विपरीत 
(07०४८) या ऋण (#7॥६४४)] - कहते हैं। इसी प्रकार, ऋण 2, ऋण 3, ... आदि 
संख्याएँ प्राप्त होती हैं। संख्याओं का यह निकाय जिसमें सभी प्राकृत संख्याएँ, इनकी 
ऋणात्मक संख्याएँ तथा शून्य सम्मिलित हैं पूर्णा्कों का निकाय (कण 
ऐ४८४९४) कहलाता है। संख्याएँ -5, -, 0, 2, 7, ... आदि सभी पूर्णाक कहलाते 
हैं। प्राकृत संख्याएँ [, 2, 3,... आदि पूर्णाकों के रूप में क्ष्शत्यक पृणाक्त कहलाती 
हैं तथा इन्हें कभी-कभी +, +2, +3, ... आदि से दशते हैं। संख्याएँ -, -2, 
“3, «« आदि सभो ऋणात्मक यृणाक़ि कहलाती हैं। पूर्णाक के रूप में 0 न तो 
धनात्मक पूर्णाक है और न ही ऋणात्मक। साथ ही, चूँकि संख्या रेखा पर शून्य का 
प्रतिबिम्ब शून्य ही है, अतः -0 5 0 है। दूसरे शब्दों में, हम कह सकते हैं कि 
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शून्य का ऋणात्मयक शून्य ही है। सामान्यतः लिखते समय धनात्मक का चिह्न 
+ छोड दिया जाता है। इस प्रकार , 5, 9, ... आदि प्राकृत संख्याएँ भी व्यक्त 
करते हैं तथा धनात्मक पूर्णांक भी। 


2.4 ऋणात्मक संख्या का ऋणात्मक 

कागज के एक पन्‍ने को लेकर उसके दोनों पृष्ठों को दो विभिन्‍न रंगों से 
रंग देते हैं। मान लीजिए ये रंग हैं लाल तथा नीला। इस पन्‍ने को मेज पर इस 
प्रकार रखते हैं कि लाल पृष्ठ ऊपर की ओर रहे। अब पन्‍ने को एक बार पलट 
कर इस प्रकार रखते हैं कि नीला पृष्ठ ऊपर आ जाए। यदि पृष्ठ पलटने की यह 
क्रिया फिर दोहरायी जाए, तो लाल रंग पुनः ऊपर की ओर आ जाएगा। इसी प्रकार 
तकिए के एक गिलाफ को पलट कर अन्दर वाला भाग बाहर कीजिए। अब यही 
क्रिया पुनः दोहराने पर गिलाफ अपनी पहली वाली अवस्था में आ जाएगा। इसी प्रकार 
का प्रयोग संख्या रेखा व दर्पण के साथ भी करते हैं। हमने ऋणात्मक संख्याओं को 
धनात्मक संख्याओं का प्रतिबिम्ब माना है। मान लीजिए कि बिन्दु 0 पर ही दर्पण 
को पलट कर ऋणात्मक संख्याओं की ओर देखते हुए रख दिया जाता है। इस स्थिति 
में धनात्मक पूर्णांक ऋणात्मक पूर्णाकों के प्रतिबिम्ब बन जाएँगे। अर्थात्‌ +5, -5 का 
प्रतिबिम्थ बन जाएगा। हम प्रतिबिम्ब को संख्या के समक्ष - चिह्न लगाकंर प्रदर्शित 
कर रहे हैं। अतः +5 5 -(-5) है। इसी प्रकार +0 ८ -(-0) है। इन प्रयोगों 
से ऋणात्मक संख्याओं के बारे में एक महत्वपूर्ण तथ्य यह प्राप्त होता है कि 
ऋणात्मक पूर्णाक का ऋणात्मक एक धनात्मक पूर्णांक होता है। वास्तव में, 
किसी भी संख्या ८ के लिए संबंध -(-०८) < ८ सदैव सत्य है। 

यहाँ पर चिह्य “-' किसी पूर्णाक के ऋणात्मक को प्रदर्शित करने के लिए 
प्रयोग किया गया है। पूर्व में हम इसी चिह '-” को व्यवकलन संक्रिया के लिए प्रयुक्त 
कर चुके हैं। इस प्रकार एक ही चिह्न दो बिभिन्‍्न संक्रियाओं के लिए प्रयोग हो रहा 
है। यह संदर्भ से स्पष्ट हो जाता है कि इस चिह्न का अर्थ ऋणात्मक संख्या है अथवा 
व्यवकलन। उदाहरणार्थ जब हम कहते हैं कि किसी स्थान का तापमान -3९% है, 
तो स्पष्ट है कि यहाँ कोई व्यवकलन नहीं है। दूसरी ओर जब हम 0-3 लिखते 
हैं, तो स्पष्ट अर्थ है (0 में से 3 को घटाना'| 


2.5 किसी पूर्णांक का निरपेक्ष मान 


संख्या रेखा पर पूर्णांक +5 पर विचार करें। यह शून्य से 5 मात्रक की दूरी 
पर दाईं ओर *स्थित है। इसी प्रकार, पूर्णाक -5 शून्य से 5 मात्रक की दूरी पर बाई 


है '>«] 
2 5 मी "जे 
। 


ओर स्थित है। पूर्णाकों +5 तथा -5 में प्रयुक्त संख्या 5 इन पूर्णाकों का निरपेक्ष 
मान (4850॥6 शदा४८) कहलाती है। यदि निरपेक्ष मान को संकेत | | से प्रदर्शित 
करें, तो हम देखते हैं कि |+5| 5 5 तथा |-5| ८ 5 है। किसी पूर्णांक का 
मिरपेक्ष मान चिद् पर बिना ध्यान दिए उस पूर्णाक का संख्यात्मक मान होता 
है। इस प्रकार किसी संख्या का निरपेक्ष मान या तो शून्य होगा अन्यंथा धनात्मक। 
यह कभी भी ऋणात्मक नहीं होता है। उदाहरणार्थ |+9|> 9, |-8| 5 8, |0| 5 0, 
।-09] » 09, आदि। 
“# पर्णमाकी का क्रम 

याद कीजिए कि संख्या रेखा पर यदि संख्या ८ संख्या & के बाई ओर स्थित 
है, तो हम लिखते हैं 6<#& और कहते हैं ८ संख्या 9 से छोटी है। इसी प्रकार, यदि 
/ संख्या ८ के दाई ओर स्थित है, तो हम लिखते हैं 9> 4 और कहते हैं कि 


# संख्या ८ से बड़ी है। साथ ही, हम जानते हैं कि '४<#' का अर्थ वही है जो 
१)> ८' का है। उदाहरण के लिए हम लिख सकते हैं। 


2>]या <2:3>0या 0<3:-5<-3 या -3>-5:-9< [0 या 40>-9: 
0>7-00 या -00 < 0 आदि। 


यहाँ से हमें निम्न परिणाम भी प्राप्त होते हैं: 


() प्रत्येक धनात्मक पृर्णाक ऋणात्मक पूर्णांक से बड़ा होता है। 

() शून्य प्रत्येक धनात्मक पूर्णाक से छोटा तथा प्रत्येक ऋणात्मक पूर्णांक से बडा 
होता है। 

(॥) यदि पूर्णाक ८ पूर्णांक 2 से छोटा है, तो पूर्णाक -८ पूर्णांक -2 से बड़ा 
होगा। हम जानते हैं कि संख्या रेखा पर यदि # पूर्णांक ध के दाई ओर स्थित 
है, तो का प्रतिबिम्ब - पूर्णांक ८ के प्रतिबिम्ब -ध के बाई ओर स्थित होगा। 
उदाहरणार्थ: 

393 , “3 < “|; 5३3 > 55, 3 < 5; 2> -4, -2 < 4 आदि। 
संख्या रेखा पर हम यह भी देखते हैं कि पूर्णाक -3, पूर्णाक -4 का परवर्ती 
है; -5 पूर्णाक -4 का पूर्ववर्ती है; 0, - का परवर्ती है, आदि। 
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एशश्णायली 2.7 


विपरीत बताइए: 


() जनसंख्या में वृद्धि () बैंक में धन जमा करना 
(॥) धन कमाना (५9) पूर्व दिशा में जान 
(ए) तापमान का गिरना (एॉं) 200 ईसा पूर्व 
पूर्णाकों के प्रयोग द्वारा निम्न को प्रदर्शित कीजिए; 
() शून्य से 3": ऊपर () शून्य से 5": नीचे 
(]8) किसी खाते से 25र (9) 00 रु की हानि 
निकालना 
(9) 3 गोल से जीत (प्ई), समुद्र तल से 6 मीटर ऊपर : 


निम्न संख्या युग्मों में कौन सी संख्या, संख्या रेखा पर, दूसरी संख्या के दाई 
ओर स्थित है? 


60) ।, 7. (४) -2, -5 60) 0, -3 (07) -5, 8 
निम्न युग्मों में कौन सी संख्या दूसरी से छोटी है? 

(0) 8, -8 () 0, -2 

() -5, -5 ((ए9) 38, -356 

निम्न के बीच के सभी पूर्णाक लिखिए: 

(0) 5-5 और 2 () 0 और 4 

6॥) -4 और 4 (५) -7 और 0 


निम्न में प्रत्येक *' को <या > से प्रतिस्थापित कीजिए ताकि कथन सत्य हो 
जाए; 


() 0+%*5 (7) +7 * -7 
(6) -3 * 0 (।ए) -8] * |8 
(५) -3 * 3 (0 जग हे अप 
निम्न में से प्रत्येक का निरपेक्ष मान लिखिए : 

()  7 (). 5-23. () 0 

(५०) -07 (०) -245 (७०७४) 024 


निम्न कथनों के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (७) लिखिए; 
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() सबसे छोटा पूर्णाक शूत्य है। 
() -8 बड़ा है -5 से। 
(॥) एक धनात्मक पृर्णाक अपने ऋणात्मक पृर्णाक से बड़ा होता है। 


(ए) शून्य एक पूर्णाक नहीं है, क्‍योंकि यह न तो धनात्मक है और न 
ऋणात्मक। 


(ए) किसी पूर्णाक का निरपेक्ष मान उस पूर्णाक से सदैव बड़ा होता है। 
(ए) -297 का परवर्ती -298 है। 
(५३)-93 का पूर्वबर्ती -94 है। 


2.7 पृर्णार्कों का योग 


दो पूर्ण संख्याओं का योग ज्ञाव करना हम सीख चुके हैं। हम जानते हैं कि 
पूर्णाक का निरपेक्ष मान एक पूर्ण संख्या होती है। हम योग ज्ञात करने की प्रक्रिया 
को संख्या रेखा की सहायता से स्पष्ट करेगे 


2.7.] दो धनात्मक पृर्णाकों का योग 
मान लीजिए कि हमें +5 तथा +3 का योग ज्ञात करना है। 





आकृति 2.3 
पहले हम संख्या रेखा पर शून्य के दाई ओर 5 पग चल कर +5 अर्थात्‌ 5 पर 
पहुँचते हैं। फिर हम +5 के दाई ओर 3 पग चल कर +8 पर पहुँचते हैं 
(आकृत्ति 2.3)। इस प्रकार (+5) + (+3) # +8, अर्थात्‌ 8 है। 


2.7.2 दो ऋणात्मक पूर्णांकों का योग 
अब मान लीजिए हमें (-5) + (-3) ज्ञात करना है। 
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आकति 2.4 
पहले हम संख्या रेखा पर 0 के बाई ओर 5 पग चल कर -5 पर और फिर 
-5 के बाईं ओर 3 पग चल कर -8 पर पहुँचते हैं (आकृति 2.4)। इस प्रकार, 
-5+(-3) 5 “8 है। | 


अनुच्छेदों 2.7.] तथा 2.7.2 में स्पष्ट की गई दोनों प्रक्रियाओं को निम्न प्रकार समझा 
जा सकता है: 
मान लीजिए हमें दो पूर्णाकों ध८तथा 2 का योग ८ + 7 ज्ञात करना है। 


[, यदि ८ तथा 9 दोनों धनात्मक अथवा दोनों ऋणात्मक हैं, तो हम दोनों के 
निरपेक्ष मानों | ८| व |#/| का योग प्राप्त करते हैं तथा योग में ८व ४9 का 
चिह्न लगा देते हैं। अर्थात्‌ 


८+#29+5+[(|०८| +|४|), कदि ८व ४ दोनों धनात्मक हैं 
5+75- [[५| +|[7]|), कि ध व 7 दोनों ऋणात्मक हैं| 
उदाहरण : निम्न का योग ज्ञात कीजिए: 
(!) 29 व 70 (॥) -397 व -42 
हल; 


) 29+705+ [29 + । 70 ) 


ञ ० + (29 + 70) 
न्+9999 क्‍ 
[0) (-३०) + (- 42) 5- ( - ३7] + |-42| ) 
न “(३7 + 42] 


न्‍्ई “7/9 


न # 
परे कि, 
। *' । कट 222 70 कक न हर नह अत ७. बडा हा 5 "७ ४ 
पा! हू है हा ४ ३५५" ट्री है<' व प्ः कक, ४० ह ह । कं ५ |] पी हु हु | ५८, ञ €& कै. & ६ है त ग ए ७५ ँ; | 4 
'औ दब र्त! वह 0 गे, 02% बम ' ५७ 7, 388 
की १ ५ ५ ॑ ।॒ रा 


मान लीजिए कि हम +5 तथा -3 का योग ज्ञात करना चाहते हें। 


५ 5 * ह ता के 
4 3 2 है 0 4 4 3 ँ 8 6 
आकृति 2.5 


पहले हम शून्य के दाई ओर 5 पग चलते हैं और 5 पर पहुँचते हैं। इसके 
पश्चात 5 के बाई ओर 3 पग चलते हैं और 2 पर पहुँचते हैं (आकृति 2.5)। इस 
प्रकार द 

(+5) + (-3) # 2 
इसी प्रकार, -5 व +3 का योग ज्ञात करने के लिए, हम संख्या रेखा पर पहले 
शून्य के बाई ओर 5 पग चल कर -5 पर पहुँचते हैं और फिर -5 के दाईं 
ओर 3 पग चल कर -2 पर पहुँचते हैं (आकृति 2.6)। 


ना 
| ४ 
के $ # ल्‍ कर. + ० के कल > हे, पक न त हा 
-# न्‍्ध मं रे हि | !) ] 2 5 ् 
आकृति 2,6 


इस प्रकार, 
(८5) + (४3) # -2 
उपर्युक्त उदाहरणों से हम निम्न परिणाम प्राप्त करते हैं: 


[, यदि प्र्णक ६ व 9 विपरीत चिह्नों वाले हैं, गों 4+ 7 ज्ञात करने के लिए, 
हम इनको निरपेक्ष मानों का अन्तर ज्ञात करते हैं तथा इस अन्तर में बड़े 
निरपेक्ष मान' वाले पृर्णांक का चिह्न लगा देते हैं। 


5 8&49) ४. योग ज्ञात कीजिए: 
(() 29 व -70 (() -37 व 42 


उ्: (0) [29| # 29 तथा |-70| 5 70 
यहाँ संख्या -70 का निरपेक्ष मान बड़ा है और इसका चिह्न '-' है। 
अतः. (29) + (-70) 5 -(70-29) 
नूतन -4] 
() -37[< 37 तथा |42| 5८ 42 
यहाँ संख्या 42 का निरपेक्ष मान बड़ा है और इसका चिह्य “+' है। 
अत; (-37) + (42) ८5 + (42-37) 
जे 3 म८ 3 
7.7. बीपव अक्ियो का हॉप्ये 


अब हम योग संक्रिया के कुछ गुणों की विवेचना करेंगे। ' 
हम देखते हैं कि 
() 2 + (-9) 5८ -7, जो एक पूर्णाक है। 
(() -7 + (-8) 5 -25, जो एक पूर्णांक है। 
(() -29 + (५36) 5 7, जो एक पूर्णाक है। 
इस प्रकार हमें योग का पहला शुण प्राप्त होता है जो निम्न है; 


मुण ॥: दो पूर्णाकों का योग एक पूर्णाक ही होता है।: | 
अब, हम देखते हैं कि 
(0) 5+(-3) 5 2 और (-3)+5 + 2 
() (-8)+8 5 .0 और 8+(-8) 5 0 
अर्थात्‌ पूर्णों को किसी भी. क्रम में जोड़ने पर योग समान ही प्राप्त होता है। 
इस प्रकार, हमें योग का दूसरा गुण प्राप्त होता है जो निम्न हैः 
गण ॥! सभी पृर्णाकों ८७व 7 के लिए ८६+.97+5-97+ 90 होता हे। 
अब हम निम्नलिखित पर विचार करेंगे: 


() 3+ [((-2) + (-5)] ७ 3 + (-7) ८ - 4, तथा 
[3 + (-2)] + (८5) 5 [+ (८5) ८-4 
(() (-) + [4+ (-4)] < (-) + 0 - -, तथा 
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[(-) + (4)] + (८4) 5 3+(- 4) ८ -77 
() 6+ [) + (+3)] & 6+- 4) ८ 2, तेंथा _ 

[6+ 7] + (+3) ८ + (+3) 52... 
उपर्युक्त उदाहरणों से हमें निम्न गुण प्राप्त होता 'है: 


गुण वा $ सभी पूर्णाकों ६, 0 व 2 को लिए 
६+(97+0):-5(५+9)+2८ होता हैं। 


गुणों गर्व गा के कारण हम कह सकते हैं कि तीन या अधिक पूर्णाकों का योग 
पूर्णाकों के क्रम पर निर्भर नहीं करता। 


पूर्णाक शून्य के बारे में हम देखते हैं कि 

() 3+0 # 0+3 # 3 

(]) (7)05 0 + (7) 5 +7 
अर्थात्‌ हमें प्राप्त है : 


शुण [५ :0 इस प्रकार का पूर्णांक है कि किसी भी पूर्णाक ८ को लिए 
८+05"0+06६<- 0 होता है। 


हम जानते हैं कि 8>7 है। 8 तथा 7 दोनों में -5 जोड़ने पर हमें 


8+ (-5)-3 तथा 7+(-5) 5 2 प्राप्त होते हैं और हम जानते हैं कि 
3 > 2 है। अर्थात, 


88 + (5) > 7 + (-5)। 


एक दूसरा उदाहरण लेते हैं। हम जानते हैं कि 
“3 < 9। दोनों में 6 जोड़ने पर, हमें -3+ 6 -- 3 तथा 9 + 6 - 5 
प्राप्त होते हैं। यहाँ भी 


3 < 5, अर्थात्‌ -3+ 6 < 9 + 6 प्राप्त होता है। 


इस प्रकार हमें एक गुण और प्राप्त होता है: 


गुण ९; पूर्णाकों ६, 9 और ८ को लिए यदि ८>४, वो 
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4+0>7+2८ होता हैँ; 
और यदि ६८ < 7, तो ८+0<979+ ८ होता है। 


उदाहरण 3: |, - 476, - 229, .800 और 369 का योग ज्ञाज कीजिए! 
हल ४ |] +(--476) + (5229) + 800 + 369 क्‍ 
न्‍- []+(- 476)] + (-- 229) + 800 + 369 
+ [-475 + (-229)] + 800 + 369 
न [704 + 800]+ 369... 
_ह 96.+ 369 


स्ू 4035 | । 
तीन या तीन से अधिक धनात्मक एवं ऋणात्मक संख्याओं का योग ज्ञात करंने 
के लिए हम निम्नलिखित प्रक्रिया -भी अपना सकते हैं 
चरण ॥: सभी धनात्मक पूर्णांकों को -जोड कर एक धनात्मक पूर्णाक प्राप्त करें। 
चरण 2: सभी ऋणात्मक पूर्णाकों को जोड़ कर एक ऋणात्मक पूर्णाक प्राप्त करें। 
चरण 3; चरण । में प्राप्त धनात्मक पूर्णाक व चरण 2 में प्राप्त ऋणात्मक 
पूर्णाक का योग दो पूर्णाकों के योग की विधि से प्राप्त करें। 


उदाहरण 4: (-0)+ 92 +* 84 + (-5) का मान ज्ञात कीजिए। 
हल; (-0)+ 92 + 84 +(-5) 
रे [92 + 84] + [((-0) + (-5)] 
ल्‍ 76 + (-25) 
लड़ ]5 
७ क ५ 
प्रश्नावली 2.2 
3. एक संख्या रेखा खींचिए और उस पर निम्न में से प्रत्येक को निरूपित कीजिए; 
() -60+है () 5+(-9 


() -3+(-8).  [ए) -+(-2)+2 


टे क 


3. 


(५) ->2 + 7 + (-8) (ए|) -2 + (-3) + (-5) 
संख्या रेखा का प्रयोग कर वह पूर्णक लिखिए जो 


([) 3 से 4 अधिक है () 2 से 5 कम है 
(37) . -9 से 8 अधिक है (ए) -3 से 7 कम है 
निम्न में से प्रत्येक में दिए गए पूर्णाकों का योग ज्ञात कीजिए: 

($) -245, ] (() 2567, -3 

(0). ॥000, -2 ((ए) -99005, 360 

(ए). -498, -320 (ए)  -8994, 0 

(ए१।).. 3003, - 999 (ए॥॥) 2884, -2884 

(४). 2547, -2548 (77). - 623, -5832, 623 
(5)... -982, 934, -8, - 2034. (जव) -4329, 4648, 437] 
योग ज्ञात कीजिए; 

() ]00 + (-66) + (-34) 


(4) 262 + (-366) + (--962) + 566 

(]). 908 + (-8) + (-) +  + (-300) 

(०). -39 +(-8)+9 + (8) 

(५) 373 + (-245) + (-373) + 45 + 3000 

(५१) । + (-475) + (--475) + (-- 475] + (-475] + 900 
(५). 4000 + 544 + (--57) + (-999) 

(एव) 4024 + 52 + (-256] + (-28] + 64 

(है). (-243) + 27 + (--9) + 729 + (-) 

(5) (-) + (-304) + 304 + 304 + (-304] + 4. 
एक ऐसा पूर्णाक ८ ज्ञात कीजिए कि 

((), |4+०+>0 हो (0) ८+7+50 हो 
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(7) -4+6+-0हो (०) ५८+ (- 8 -- 0 हो 
(५) 5+0०+<- 0 हो (७०) ६८+0<- 0 हो 
6. निम्न कथनों के लिए सत्य ([) अथवा असत्य (7) लिखिए: 
() एक पूर्णाक और उसके ऋणात्मक का योग शून्य होता है। 
((]). दो ऋणात्मक पूर्णोों का योग एक धनात्मक पूर्णाक होता है। 
() . एक ऋणात्मक पूर्णाक और एक धनात्मक पूर्णांक का योग सदैव 
एक ऋणात्मक पूर्णांक होता है। 
(79). तीन भिन्‍न पूर्णोकों का योग कभी भी शून्य नहीं हो सकता। 
(ए). क्‍योंकि -4 < -3 है, अत: [-4| < [-3| होगा । 
(छा) [4-3 5 |4| *| -3| 


2.8 पुर्णां्कों का व्यवकलन 


हम जानते हैं कि व्यवकलन संक्रिया योग की विपरीत संक्रिया है। हम देख चुके 
हैं कि यदि ८- 7 - ० हो, तो 7+ 2 - ८ होता है। इस अंतर ०८ को ज्ञात करने 
के लिए, हम संख्या रेखा पर 2 से प्रारंभ कर पग गिनते हुए धतक पहुँचते हैं। 
से ८ तक गिने गए इन पणगों की संख्या ही ८ हैं। 

मान लीजिए हमें +6-(-5) ज्ञात करना है। संख्या रेखा पर -5 से प्रारंभ कर 
6 तक पगों की गिनती करते हैं। यह संख्या ! है (देखिए आकृति 2.7)। इस प्रकार, 
+ 6-(-5) -॥ है। 


आक्राति 2.7 
ध्यान दीजिए 6 + [-(-5)]  6+5 
सन |] 
[अनुच्छेद 2.4 के अनुसार एक ऋणात्मक पूर्णाक का ऋणात्मक संगत धनात्मक पूर्णाक होता है। 
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इस प्रकार 6 में से - 5 को घटाने का वही प्रभाव होता है जो 6 में - 
(-5) को जोड़ने का है। 
'इसी प्रकार, यदि हमें -8 में से 7 घटाना है, तो 

(“8)-(7). ₹ -४8+(-7) 

न -5 . 

इस प्रकार घटाने के लिए, हम निम्नलिखित नियम का प्रयोग करते हैं: 

यदि ६ व 9 दो पृ्णक हैँ. तो 4-7+-4+ (-7) है, अर्थात्‌ 9 को थ 
में से घटाने को लिए 9 का चिह्न बदल कर ०८ में जोड़ देते हैं। इस प्रकार, घटाने 
के प्रत्येक प्रश्न को योग का प्रश्न माना जा सकता है। 

इस नियम के कारण हम 6-97 तथा ध + (-2) का प्रयोग आपस में बदल 
कर सकते हैं। 
उदाहिरण $; 8 में से -0 घटाइए। 
हल: 8-(-.]0) 5 8+(0) ८ |8 

हम जानते हैं कि दो पूर्ण संख्याओं पर व्यवकलन संक्रिया करने पर यह 
आवश्यक नहीं है कि पूर्ण संख्या ही प्राप्त हो। परन्तु पूर्णाक में से पूर्णांक को घटाने 
पर सदैव एक पूर्णाक ही प्राप्त होता है। अतः हमें प्राप्त होता है: 
गुण 4; यदि ८ व 2 दो पूर्णाक' हैं, गों 4-9 भी एक प्ृर्णाक ही होगा। 
हम निम्न गुण भी सरलता से देख सकते हैं: 
गुण ॥॥; किसी भी पूृर्णाक ८ को लिए ८-0-6 होता है। 


गुण [॥: यदि 6, 9 १2 पूृर्णाक है" और 6>9, तो ८-८>9०-८ 
होता है। 


छकछ थक 
प्रश्नावली 2.3 
. निम्न में से प्रत्येक में दूसरे धूर्णाक में से पहले पूर्णाक को घटाइए;: 
() 3, ह (#) 0, 4 () -5, 0 


(५) -200, -00 (०) 000, ।0। श्ञ)] 2, -7 
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(ए). -882, 326... (जा) 8650, -6 . (5) -3987, -409 
(5) -55, 0 (हजॉ) 0, -005 (57) 8324, 4032 


7 में से -5 को छाटाइए। -5 में से 7 को छाटाइए। क्‍या दोनों परिणाम 
समान हें? 


_-230 और 69 के योग को -25 में से घटाइए। 

-290 व 732 के योग में से 998 व --486 के योग को घटाइए। 
निम्न में प्रत्येक * के स्थान पर '<' या '>' लिखिए ताकि कथन सत्य हो 
जाए; 

(7) (-6) + (-9) * (- 6) - (-9) 

[) (-2) -(-2) * (-]2) + (-2] 

(]) (-20) -(+ 20) * 20 -(+ 65) 

रिक्त स्थान भरिए: 

() -6 + न"++४++८ पप्0 

[). ॥09: दर अलेलल तल प्ः0 

([) |2 + (-2) < “““““ 

(9) -- 4 + “5-“““““-८-“८ पय + 2 


॥ 


(५०) -256 + --------- 5 - 396 
(५) ----“----- -25 - - 64 


दो पूर्णाकों का योग 48 है। यदि एक पूर्णांक -24 है, तो दूसरा पूर्णांक 
ज्ञात कीजिए। 


दो पूर्णाकों का योग -396 है। यदि एक पूर्णाक 64 है, तो दूसरा पूर्णाक 
ज्ञात कीजिए। 


मान ज्ञात कीजिए: 
[0 वा ज्य3] 0): जज «हि 235) क्‍ 
((]]) (2-3) + (2-3) (9५9) -3 + 32 - 8 -१ 
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[0, 


! ते 


(2. 


44. 


(ए) 50 - (- 48) - (-2) (पं) -7 + (58) + (-90) 

(एव) ॥8 - [(-3) + ॥5] (एप) -2 - [(5) + (-2) -3] 

77 और ध दो पूर्णाक इस प्रकार हैं कि [7,4 का पूर्ववर्ती है। 7-4 का मान 

ज्ञात कोजिए। 

निम्नलिखित कथनों के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (7) लिखिए: 

([) -37>- 8 - (-2) 

(]8) -4 + (-2) < 2 

(!3) किसी ऋणात्मक पूर्णाक का ऋणात्मक एक धनात्मक पूर्णाक होता है। 

([ए) यदि ८ व 9 दो ऐसे पूर्णांक हैं कि ध८>7 है, तो ८-०2 सदैव 
एक धनात्मक पृर्णांक होगा। 


निम्न का मान ज्ञात कोजिए: 
| ->2+3-4+5-6+ ... + 9-20 
(संकेत: संख्याओं के युग्म बनाइए।) 


, योग ज्ञात कीजिए 


2 + (-2) + 2 + (-2) + 2 + (-2) + ..., यदि 
() पदों की संख्या 39 हो। 
(7) पदों की संख्या 230 हो। 


किसी एक विशेष दिन दिल्‍ली का तापमान प्रात: 0 बजे 3% था परन्तु मध्य 
राति में यह गिर कर 6"(' तक पहुँच गया। उसी दिन चैन्नै में प्रातः 0 बजे 
तापमान 8"(! था परन्तु मध्य रात्रि में यह गिर कर 000! तक पहुँच गया। 
इनमें से कौन सी गिरावट अधिक है? 


2.9 पृर्णांकों का गुणन 


हम जानते हैं कि पूर्ण संख्याओं की गुणन संक्रिया बार-बार योग (67८४(६८० 


8वंतााणा) की संक्रिया है। उदाहरणार्थ, 


3» 5-८: 5+5+5 -- 5 होता है। 


इसी प्रकार, 


3 »% (5) ८ (-5) + (-5) + (-5) «- -5 * हा) 
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हम यह भी जानते हें कि 
3 9८ 5 -- 5 ५» 3 है तथा 5% 3 -- 3+3+3+3+3 है। 
अतः 3» 5 - 3+3+3+3+3 - 5 
इसी प्रकार, 
(-3) »% 5 ८ (-3)+-3)+(-3)+(-3)+(-3) <- -5 होगा। (2) 
इस प्रकार, (!) व (2) से 
3 >< [5] द्ः (-3) » 535 :- --3) -८: (3 2५ 5) 
इस उदाहरण को दृष्टिगत रख कर हम पूर्णाकों के गुणनफल के लिए निम्नलिखित 
नियम प्राप्त करते हैं : 
नियम १: विपरीत चिह्मों वाले दो पूर्णाकों का गृणनफल ग्राप्त करने को 
लिए हम उन प्‌र्णाकों को निरपेक्ष मानों का गृुणनफल प्राप्त कर उसमें ऋण 
का चिह्र लगाते हैं। 
-3 व -5 का गृुणनफल क्‍या होगा? अर्थात्‌ दो ऋणात्मक पूर्णाकों का 
गुणनफल किस प्रकार का होगा? हम देख चुके हैं कि 
3 »< (-5] ८ -(3 *< 5) 
तथा (-3) » 5 -- - (३3 » 5) 
यदि इन दोनों तथ्यों को हम क्रमश: प्रथम तथ्य तथा द्वितीय तथ्य कहें, तब 
(-3) » (-5) -< -[(-3) » 5], प्रथम तथ्य के अनुसार 
5 -[-(3 » 5)], द्वितीय तथ्य के अनुसार 
साथ ही, हम जानते हैं कि -(-ध८) - ८ है। 
अत; (-3) »< (--5) ८: 3 & 5 -: 5 
इस उदाहरण से हम निम्नलिखित नियम प्राप्त करते हैं: 
नियम 2: दो धनात्यक अथवा दो ऋणात्यक यगृर्णाकों का गृुणनफल प्राप्त 
करने के लिए हम उन दोनों यूणाकों के निरपेक्ष मार्गों का गृणनफ़ल ज्ञात 
करते हैं और उसमें धनात्यक चिद्ब लगा देते हैं। 


उदाहरण 6: निम्न गुणनफलों को ज्ञात कीजिए: 
(] (-6) % (-20) (॥) 30 »< (-5) (7) -69 $८ 0 


हलः (0) (--6) » (-20) - 6 » 20 [चूँकि |-6| ८ 6, |-20| < 20] 
-: 320 (नियम 2) 
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(() 30 % (-5) « -(30 » 5), चूँकि |-30| > 30, |-5|८ 5] 
<£ “[50 (नियम ॥) 
(] -69 ५ 0 -: 0 (याद रहे कि किसी भी पूर्णाक का 0 से गुणनफल 
0 होता है।) 
अब हम गुणन संक्रिया के कुछ गुणों को सूचिबद्ध करेंगे। पूर्ण संख्याओं के समान 
ही पूर्णाकों में भी निम्नलिखित गुण होते हैं 


गुण [; सभी पूर्णाक्ों 4व 9 को लिए ८२ 9 एक पूर्णाक होता है। 


दुृष्टांत:... () 2%»%3+<-6, एक पूर्णाक है, 
(#)  (-2) & 5 - -0, एक पूर्णाक है, 
[) 4 )»६ (-7) « -28, एक पूर्णाक है, 
(ए) (-6) » (-9) < 54 एक पूर्णांक है। 
गुण करू; ०6>95४9> ८ होता हैं। 


दृष्टांत : (]).. (53) & 4 ८-८ 4 » [-3) ८ “2, तथा 
([] (5-53) »८ (- 6) 5८ (- 6) »% (55) -- 30 
गुण हर: 4२» (80 > (५ १८ 9) १८ ८ होता है। 


दृष्टांत: () (3) » (8 »< 5) < (-3) »< (40) -- 5 20, तथा 
ह (-3 % 8) & 5 ८ -24 % 5 ८ -20 
() 5» [(-5) » (-"4)] 5 »< 60 - 300, तथा 
क्‍ (5 » (-5)] »((- 4) - (-75) »<८ (- 4) «: 300 
अत; पूर्ण संख्याओं के समान ही तीन या तीन से अधिक पूर्णाकों का 
गुणनफल भी पूर्णाकों के क्रम पर निर्भर नहीं करता। हमने यह भी देखा कि दो 
ऋणात्मक पूर्णों का गुणनफल एक धरनात्मक पूर्णांक होता है। इसलिए चार 
ऋणात्मक पूर्णोों का गुणनफल भी धनात्मक पूर्णाक होगा। वस्तुत: 
यदि किसी गुणनफ़ल में ऋणात्यक पृर्णाक्ों की संख्या सम है, तो गृणनफ़ल 


धनात्यका हांगा/ वदि ऋणात्यक पृ्णाकों की संख्या विक्म है, तो गृथनफ़ल 
ऋषणात्मक होगा। 


उदाहरणार्थ, गुणफफल (-4) »< (-2) »< (+ 8) *< (+ 6) » (-0) »< (-5) 


हक स होगा तथा गुणनफल (-8) »९ (-2) ८ (+0) *८ (+6) »८ (-9) ऋणात्मक 
गा। । 


पर्णांक अंड 


पूर्णोयों के गुणनफल के निम्नलिखित नियमों पूर्ण संख्याओं के संगत नियमों 
के समान ही हें; 
गुण ॥५ : सभी पूर्णाकों ८ के लिए ]% ध> ध # ]5 ६ होता है। 


गुण % : सभी पूर्णाकों ८ के लिए 02 ६-६ » 050 होता है। 
गुण ७]: सभी पूर्णाकों ८, 9 और ८ के लिए, 
(7) 6>% (0+८०)> ८ >< 7 + ८ २ ८ तथा 
()  6>८ (0-075< 6» 9 - ८ ६ ८ होता है। 
उदाहरण के लिए, 
(). 32% [((-]0) +4] 5 3 & (-0 )+ 3 » 4 
- -30 + 2 ८-8 
साथ ही, 3 » [(-0) +4)] 5८ 3 *& (-6) 5-8 
(() (-5) » (8 - 3) ८ (-5) » 8 - [(--5) » 3] 
जै -90 - (-5) 
जे + 9) + 45 5 -/5 
साथ ही, (-5)%(8-3) ८ (-5) » 5 
न्‍+ --75 
पूर्णोजों के गुणनफल के लिए हमारे पास निम्न गुण भी उपलब्ध है; 
गुण शा; पृर्णकों 4, 9 और ८ के लिए, यदि ६>४, वो 


() ६८+>*८>४9:> ८ होता है, यदि ८ धनात्मक है, 
() ६ >2८<7+% ८ होता है, यदि ८ ऋणात्यक है। 
दृष्टांत: () 8>5 है। क्‍ 

क्‍ साथ ही, 8 % 3 5 24, 5 १८ 3 5 5 तथा 24 > ॥5 है। 
इस प्रकार, 8 %3 > 5 »3 है। 

(0) 7 >(-3) है। 
साथ ही, 7 &» (-5)5 -35, (-3) »& (-5) > [5, 
तथा -35 < [5 है। ह 
इस प्रकार, 7 ४ (-5) < (-3) » (-5) है। 


फेक 
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। 


प्रश्नावली 2.4 
निम्न में से प्रत्येक गुणनफल ज्ञात कोजिए: 


() 2 » (-5) (0)  (-225) » 8 

(7]) (-7) < (-20) (ए) 39% (-8) » 5 

(ए) 9 » (-3) » (-6) (ए]) (-2) »< (-2) »< (-2) 
(ए]]) (-2) » 36 »< [--5) (ए]) (-8)- »< (-43) »< 0 
(5) ॥8 » (-85) »& (-4) (5) (-45) & 55 » (-0) 


(>4) (-) » (-2) » (-3) »& (-4) « (-5) 
(5]) (-3) » (-6) »& (-9) » (-2) 
निम्न गुणन सारणी को पूरा कीजिए: 


द्वितीय संख्या 





ल् 
(* | 










क्या गुणन सारणी की प्रथम (क्षैतिज) पंक्ति प्रथम (ऊर्ध्वाधर) स्तंभ के समान 
है? क्या दूसरी पंक्ति दूसरे स्तभ के समान है? गुणन के किस गुण के कारण 
ये पंक्तियाँ व स्तंभ समान है? 


निम्न का मान ज्ञात कीजिए: 
([) (-$8) % 0 ४ 37 % (-37) 


40. 
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() (569 » 887) - (569 »< 887) 
(77) (-83) 2८ (-- 44) + (-83) *< (- 56) 
(ए7) 8946 »< 99 - (-8946) 
(ए) 5625 »*८ (-2) + (- 5625) »< 98 
(ए३) (- 80) »< (0 --5 -- 43+98 ) 
यदि हम निम्न को गुणा करें, तो गुणनफल का चिह्न क्या होगा? 
(() 8 ऋणात्मक पूर्णांक तथा | धनात्मक पूर्णाक, 
(7) 6 ऋणात्मक पूर्णांक तथा 6 धनात्मक पूर्णाक, _ 
() 2। ऋणात्मक पूर्णाक तथा 3 धनात्मक पूर्णाक, 
([9) 399 ऋणात्मक पूर्णांक तथा 0 धनात्मक पूर्णाक। 
यदि ८ »< (-) 5८ -30 है, तो पूर्णाक & धनात्मक है या ऋणात्मक? 
यदि ८ >»< (-) 5 30 है, तो पूर्णाक ८ धनात्मक है या ऋणात्मक? 
वह पूर्णाक ज्ञात कीजिए जिसका “-' से गुणनफल हैः: 
() - 40 (7) 46 (#) 0 
तुलना कीजिए अर्थात्‌ बताइए कि निम्न में से कौन सा पूर्णांक बडा हैः 
(7) (8+ 9) »& 40 और 8+ 9 १८ 0 
(() (8- 9) &» 30 और 8-9 » 0 
(8) [( -2) - 5] & (-6) और (-2) - 5 » (-6) 
निम्न की सत्यता की जाँच कीजिए: .. 
() 9 » [7 + (-3)] ८ ]9 & 7 ++ 9 » (-3) 
(॥) (-23) » [(-5) + (+9)] ८ (-23) »< (-5) + (-23) »< (+9) 
निम्न में से प्रत्यके कथन के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (9) लिखिए; 
() तीन ऋणात्मक पूर्णाकों का गुणनमफल एक ऋणात्मक पूर्णांक होगा। 


() दो पूर्णाकों में यदि एक ऋणात्मक हो, तो उनका गुणनफल अवश्य ही 
ऋणात्मक होगा। 
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(() एक ऋणात्मक पूर्णाक और एक धनात्मक पूर्णांक का गुणनफल शून्य हो 
सकता है। 
(9) यदि ६ > | है, तो ऐसा कोई पूर्णाक 2 नहीं होता जिसके लिए 
८» 2577 2८ ८८ 72 हो। 


(ए) सभी शून्येतर पूर्णाकों तथा 9 के लिए ८८४ सदैव धया ४ से बड़ा 
होगा। 


2.0 पूर्णाकों में विभाजन 

हम जानते हो कि एक पूर्ण संख्या को दूसरी पूर्ण संख्या से किस प्रकार विभाजित 
किया जाता है। हमें यह भी ज्ञात है कि विभाजन संक्रिया गुणन की विपरीत संक्रिया है। 
यदि हम एक गुणन तथ्य तथा उससे संबंधित दो विभाजन तथ्यों को ध्यान में रखें, तो 
पूर्णाकों के विभाजन के नियम पूर्णाकों के गुणन के नियमों से प्राप्त किए जा सकते हैं। 
उदाहरणार्थ, 


शृुणन तथ्य विभाजन के संगत तथ्य 

2 #€ 4 +८ है 8 -+ 2 5 4 ; 8- 4 ज+ ०2. 
(“2) »< (-4) + 8 8+ (2) ८ “4 , 8 -+ (-4) +£ -2 
2 »< (-4) + “8 “8+2ल्‍-+-“4 , “8 + (-4) + 2 


उपर्युक्त उदाहरणों से हम पृर्णाकों के विभाजन के लिए निम्नलिखित नियम प्राप्त 
करते हैं: 
([) यदि भाजक और भाण्य का विह समान हैं, अर्थात्‌ ढोनों ही धनात्मक हैं 
अथवा दोनों ही ऋगात्यक हैं. तो भायफल सवैव धनात्मक होता हैं। 
() यदि भाजका ऑर भाज्य विपरीत चिह्न वाले हैँ तो भधायफल सेव 
ऋणात्मक' हांता हैं। 
अब हम विभाजन संक्रिया के गुणों को सूचिबद्ध करेंगे। 
गुण ॥: करि ८ तथा 0 दो पृणाक है गो ६+४ का एणकि होना आवश्यक नहीँ. 
है। उद्ाहरण के लिए 4 + 3, -5 + 7 पएृणकि नहीं हैं। 
गुण व्‌; कि ८ एक एृणकि हैं तथा 6८ 0 हैं तो 4+ध->।] होता है। 
गुण हा ; किसी भ्री पृर्णाक ध को लिए. 6+]- ८ होता है। 
गुण ॥५ ; करें ८ एक खुन्यंतर एृणकि हैं, को 0+८ 5-2 है परन्तु ६+0 का 
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कोई अर्थ नहीं है। 


गुण ९५: करें ८ * []क्था .* 0 है गों (७ + 7)+८2*ध+(0+ ८2) होया। 
गुण शा यदि ७ > ४9 हे, तो 


(] 4+0>7979+ 2८ है, यदि 2 धनात्मक हैं 
(] 6+ 2 <79+2८ है, यदि 2 ऋणात्यक है। 


उदाहरण के लिए, 


() 24 > 6 है तथा 8 धनात्मक है। 
साथ ही, 24 + 8 ८ 3, 6+ 8 52 और 3>2 है। 
इस प्रकार, 24+ 8 > 6+ 8 है। 
() 24 > 6 है तथा -8 ऋणात्मक है। 
साथ ही, 24 + (-8) 5८ -3, व6 + (58) 5 52 और -3 < -2 है । 
इस प्रकार, 24 + (-8) < 6 + (-8) है। 


टिप्पणी : यहाँ ध्यान देने की बात है कि गुण ॥, ], [५ तथा ५४ संगत गुणन के 


4, 


2. 


गुणों से भिन्न हैं। 





प्रश्नावली 2.5 
निम्न में से प्रत्येक में भागफल ज्ञात कीजिए: 
([])  8 + (-3) () (-8) + 3 
(॥) (:8) + (-3) (५०) 36 + (59) 
(०) (-48) + (-6) (ए) 0+ (-2) 
(ए०।]) (-728) (एव) (-5625) + (-25) 
(5४) (८729) + (८8) (5) 0569 + (८]) 


(5) 200000 + (-00) (5]]) 7699 + (-7699) 
रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए : 




















() 296 + - 296, () -3785 + प्ः 
(॥]] + 578 ५८: 0 (९५) + | 5 “3065 
(५) न 56 ८ “2 (५]) - 567 5८ -] 
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3. निम्न कथनों के लिए सत्य () अथवा असत्य (छ) लिखिए: 


() 0+(-9)>० (9) (-7+0+< 0 
(| (“8) + (८6) ८ ८ 3 द (ए) 3 + (-) -< “3 
(४) (-9 + (-) 5 ० 29 (एव) (+20) + (-5) 54 


2.4] पुर्णार्कों की जात 

यदि हम दो समान संख्याओं का गुणा करें, अर्थात्‌ किसी पूर्णाक ८ के लिए 
हमारे पास गुणनफल ८ » ८ है, तो हम इसे ८? लिखते हैं तथा '6 का वर्ग, 'ध 
की घात दो' या '८ की दूसरी घात' पढ़ते हैं। इसी प्रकार, ८>< ८ >< ८ को संक्षेप 
में हम ८? लिखते हैं और 'ध्र का घन,' 'ध की घात 3' अथवा “८ की तीसरी 
घात' पढ़ते हैं। इसी प्रकार, ८४, 65 क्रमशः ध >८ ८ >< ८ >< ६८ तथा ८ >< ८ >< 
42८ ६ > ध के संक्षिप्त रूप हैं। ८४ को '८की घात 4' तथा ८5 को '८ की 
ञआरात 5' पढ़ा जाता है। 
उदाहरण के लिए, 27 -- 2 » 2554, 30 ८ 3 & 3 ८ 3 & 3 5 8], 53 ८5८5 »<८ 5 ३९ 
5 - ]75, क्‍ 
(-3)? & (-3) »८ (-3) ८ 9, (-4)? 5 (-4)»< (-4)>< (-4)- “64 आदि हैं। 
व्यंजक थ' में संख्या ८ को आधार (४682) तथा 3 को घातवांक (८४०00०४0 कहते 
हैं। 

यहाँ ध्यान देने योग्य बात यह हैं कि यदि आधार ऋणात्मक पूर्णांक है और 
घातांक सम धनात्मक पूर्णाक है, तो मान धनात्मक पूर्णाक है और यदि ऋणात्मक 
आधार का ह्ातांक विषम धनात्मक पूर्णाक है, तो मान ऋणात्मक है। 
साथ ही, 


[ --] कि धनात्मक पूर्णीक मे: “ ] 


(-)// धनात्मक पक _... | 


७७0७ 
प्रश्नावली 2.6 
. निम्न में से प्रत्यके के लिए आधार और घाताक लिखिए: 
([] 5$/ (6). (-2 (]) 7! 


(०) (८-6) (५) (27 (एं) 0: 


40. 


] है $ 
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निम्म को घात संकेतन का प्रयोग करके लिखिए: 

() 0 » 0 2 40 »< 0 

(]) ([43) » (-3) » (-3) »< (-)3) » (-3) » (-3) 

निम्न का मान ज्ञात कीजिए; 

([) 50: () (-)' (7) 4/४ [[५) (-)? (०) (-2) 


(ए) 20 »% 3ः (जा) 2 * » (शा) (-2)" + (-2)? 
(5) (-4)* + (-4)* (>) (-2) 2 (-3)! 2» (-]) 
(&]) (-)) » (-0) (ह]) 23 *% (-3)? 2८ 8 


प्रथम दस प्राकृत संख्याओं के वर्ग लिखिए। उनके इकाई के अंकों पर ध्यान 
दीजिए। आप क्‍या देखते हैं? 


प्रथम दस प्राकृत संख्याओं के घन ज्ञात कीजिए। 


ज्ञात कीजिए; 

() 20? (78) (-00)* (7) 200 
(ए) 70/ (५) (-50)* (७) 000: 
निम्न में से प्रत्येक का घन ज्ञात कीजिए: 

() -]2 (]]). -3 () -5 
([५9) . |] (ए)  00  [ए) 000 
निम्न में से प्रत्येक की घात 4 ज्ञात कीजिए: 

([|) ] (॥7) है (]) 3 

(ए) -। (५) -2 . [(ए) -+-3 

निम्न में से प्रत्येक की सत्यता की जाँच कीजिए: | 

() (-2)' $<८ (-2) < (-2) ()  0 » 8 < 0 
().. (-4% + (-4)* ८ (-4)5 (ए) #+32८5%क5७ 
निम्न की सत्यता की जाँच कीजिए; 

(]) 35 + 48 ८ 5+ ()  427 + 5 < [32 


सत्यता को जाँच कीजिए: 
(१) 0? -- 8? ८ 6? (8). 57 _-.. 9: ८ 22 


६? गाित 


2. निम्न में से प्रत्यके कथन के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (9) लिखिए; 


() 
() 
(१) 
(५) 
(५) 
(५१) 
(५१]) 


(५१[]) 


65 और 5९ का अन्तर शून्य है। 

किसी भी पूर्णाक का वर्ग धनात्मक होता है। 

एक ऋणात्मक पूर्णाक "का धन ऋणात्मक होता है। 
£ 5 2 0० 


2) 2 26 ८ 277 
20 + 27 ऋू 2: 
38 - 37: 3 


(>> )0 व्य 


2,.व2 कोष्ठकों का प्रयोग एवं सरलीकरण 


जब किसी व्यंजक में दो या दो से अधिक आधारभूत संक्रियाएँ संबद्ध होती 
हैं, तो व्यंजक को सरल करने के लिए हम निम्न परिपाटी का पालन करते हैं; 


(क) हम क्रमानुसार भाग, गुणन, योग और घटाने (भागुयोध) (70858) की 
संक्रियाएँ बाईं से दाईं ओर की दिशा में करते हैं। 


ठदाहरण 7: निम्न व्यंजकों को सरल कीजिए ; 


(4) 
() 
() 
(५) 
हल; () 


(() 


(]]) 


8) -+# 6 + 2 
(2+8+2 
0 - 6 + ३ 


58 - 7 » 3+ 0- 9 


सबसे पहले हम संक्रिया + की जाँच कर इसे संपन्न करते हैं। 
इस प्रकार 

60 + 6+ 2 5 (60 + 6) + 2 5 0 + 2 ८ 2 

जैसा हमने () में किया है, पहले 'हम भाग की संक्रिया करते हैं। 
अत! 

2 + 8 + 2 ८ ]2 + (8+2) 5 [2 + 4 < 6 

0 - 6+ 3 5 0 - (6+ 3) 5 0 - 2 5 8 


निमशाक, 
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((ए) यहाँ कोई भाग संक्रिया नहीं है। अतः हम पहले गुणन की जाँच कर 
इसे संपन्न करेंगे। इस प्रकार, 
68 - 7 » 3+ 40- 9 5 68 - [7 & 3) + 0- 9 
द 5 68-2] + 0 - 9 
व 68 + 0+ (- 2] - 9) (समान चिह्म वाली संख्याओं को 
साथ-साथ रखने पर) द 
ने 78-30 
55 48 
(ख) भागुयोध (0085) नियम के अनुसार व्यंजक 42+7 »< 3 को सरल करने 
के लिए पहले 42 को 7 से विभाजित कर उसे गुणा करेंगे। अर्थात्‌ 
42 + 7 & 3 ८ (42 + 7) & 3 ८5 6 & 3 ८ 8 
परन्तु यदि हम पहले 7 को 3 से गुणा कर उससे 42 को भाग देना चाहते 
हैं, तो हम व्यंजक को 42 + (7 »&% 3) लिखेंगे। इस प्रकार 42 + (7 »& 3) का 
सरलीकरण निम्न होगा: 
42 + [7 & 3) 5 42+ 2] ८ 2 


अत, यदि व्यंजक ० + (7 »< ८) के रूप में लिखा है, तो इसे सरल करने के लिए 
कोष्ठकों (980०८८४) में दी गयी संक्रिया को पहले संपन्न करेंगे 


(ग) व्यंजक 36+6+ 3 का अर्थ है पहले 36 में 6 का भाग और फिर भागफल 
में 3 का योग। परन्तु यदि हम पहले 6 और 3 का योग कर इस योग से 36 
में भाग देना चाहते हैं, तो व्यंजक को लिखेंगे 36 + (6 + 3)! इसका अर्थ हुआ कि 
यदि व्यंजयक ८+ (7+ ८) के रूप में लिखा है, तो पहले कोष्ठकों के अन्दर वाली 
संक्रिया संपन्‍नन की जाएगी। इसी प्रकार, व्यंजक ८ » (7+ ८) को सरल करने के 
लिए, पहले कोष्ठकों के अन्दर वाली संक्रिया संपन्न करेंगे। 
उदाहरण 8: निम्न व्यंजकों को सरल कीजिए: 

() 48 + (2 »< 3) 

(7]) (48 + 2) »< 3 

([!) 63 + (7+ 2) 

(ए) 89 (7 - 2) 


$4 गणित 
हल; () 48 + (2 2८ 3) 48 + 65 8 [पहले कोष्ठकों के अंदर वाले व्यंजक 
का मान ज्ञात करने पर] 
() (48 + 2) & 3 ८ 24 >( 3 + /2 
(॥]) 63 + (7+ 2) 5 63 + 9 ८ 7 
(५) 8 » (7 - 2) 5 8 »८ 5 ८ 40 


(घ) हमने कोष्ठक ( ) का प्रयोग समूहन संकेत (077९8 5५77008) के लिए 
किया है जिससे यह स्पष्ट हो सके कि कौन सी संक्रिया पहले करनी है। बडे व्यंजकों 
में एक से अधिक कोष्ठकों का प्रयोग कर सकते हैं। व्यंजक 228+(3 » 7) -2) 
में दो समूहन संकेत ( ) तथा ( 3) प्रयोग किए गए हैं। इसी प्रकार, व्यंजक 25 
+ [228 +((3+ 7) »८ 2] में तीन कोष्ठकों ( ), ६ )व [ |] का प्रयोग किया 
गया है। 


(ड-) सामान्यतया प्रयोग में आने बाले समूहन संकेत हैं: 


संकेत नाम 

( ) छोटा कोष्ठक या साधारण कोष्ठक 
|. ॥) मंझला कोष्ठक या धनु (कोष्ठक) 
[ ] बडा कोष्ठक या वर्ग कोष्ठक 


समूह बनाते समय हम सामान्यतया कोष्ठक से पहले गुणा का चिह्न नहीं लगाते 
हैं। जेसे 2 » (3+ 5) को हम 2 [3+ 5] लिखते हैं। इस प्रकार किसी संख्या के 
तथा कोष्ठक के बीच कोई चिह्न न होने का अर्थ है कि कोष्ठक के अन्दर वाली 
संख्या का कोष्ठक से बाहर वाली संख्या से गुणा कीजिए। परन्तु यदि कोष्ठक से 
पहले + का चिह्न है, तो इसे नहीं हटाते। इस प्रकार व्यंजक 20 + (2 + 3) को 
बिना + का चिह् हटाए इसी प्रकार लिखते हैं। 


यदि किसी व्यंजक में एक से अधिक कोष्ठक हैं, तो सबसे पहले हम छोटे 
कोष्ठक के अन्दर के व्यंजक को वॉौंछित संक्रियाओं द्वाता सरल कर एक पूर्णाक प्राप्त 
करते हैं। फिर हम इस पूर्णांक से ( ) में लिखे व्यंजक को प्रतिस्थापित कर के 
छोटे कोष्ठक को हटा देते हैं। इसके बाद हम मंझले कोष्ठक को लेते हैं और उस 
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पर ( ) जैसी ही प्रक्रिया अपनाते हैं। अंत में, वर्ग कोष्ठक को हटाया जाता 

है। कोष्ठकों को हटाते समय हम निम्नलिखित बातें भी करते हें: 

(!) यदि कोष्ठक से पहले कोई संख्या है, तो उससे कोष्ठक के अन्दर वाली संख्या 
को गुणा करते हैं और कोष्ठक हटा देते हैं। 

() यदि कोष्ठक से पहले ऋण चिह्न लगा है, तो कोष्ठक के अन्दर वाली संख्या 
का चिह बदल देते हैं (अर्थात्‌ धनात्मक संख्या को ऋणात्मक तथा ऋणात्मक 
संख्या को धनात्मक बना देते है) और कोष्ठक हटा देते हें। 

() यदि कोष्ठक से पहले धनात्मक चिह्न लगा हो, तो कोष्ठक के अन्दर वाली 
संख्या बिना चिह्न बदले लिख देते हैं और कोष्ठक हटा देते हैं। 


([५) बिना चिह्न वाली संख्या धनात्मक संख्या मानी जाती है। 


उदाहरण 9: निम्नलिखित व्यंजक को सरल कीजिए; 
30 - [45 -- 46 + [४ - (4)) | 


हल; 30 - [[5 -- (6 + (8 - 4))] 
- 30 - [[5 - (6+ 4)] (छोटे कोष्ठक को हटाना) 
30 - [!5 - 0] (मंझले कोष्ठक को हटना) 
+30-5 (बडे कोष्ठक को हटाना) 
. रफ आ 
उदाहरण [0: निम्न का मान ज्ञात कीजिए: 
(-3) + (--4) + 2 - 3 [-((-3) & (-7) - (3 + 5)॥| 


छल: (-3) + (-4) + 2 - 3 [-((-3) »८ (-7) - (3 + 5))| 
5 (-43) + (-4) + 2 - 3 [-((-3) & (-7) - 8/] 
पा (-३3) + (-4) + 2 -+ 3 [-(2] - 8)] 
-+ (-3) + (-4) + 2 - 3 [(-3)] 
- (-3) + (4) + 2 - 3 [-3|] 
< (-3) + (-4) + 2 + 39 
>- [९5] ३२) - ) + ३० 
जम +]5 + 39 
न 24 


46 गाशित 


2.3 संक्रिया का' 


कभी-कभी हम '...का तिगुना', '...का एक चौथाई', '...का 5 प्रतिशत” जैसे 
वाक्यांशों का प्रयोग करते हैं। इन वाक्यांशों में 'का' का अर्थ होता है “गुणा" 
उदाहरणार्थ '0 का तिगुना' का अर्थ है (00 » 3! इसी प्रकार, (6 का एक चौथाई 


| ु 5 
का अर्थ है (6 » -- ', '20 का 5 प्रतिशत! का अर्थ है '20 से आदि। यह 


संक्रिया 'का', विभाजन तथा गुणन की संक्रियाओं से पहले की जाती है। 


उदाहरण 8: मान ज्ञात कौजिए 
([] (6+ 9) का 3 


(]) 3 का 4) का 5 
(]]) 7256 का 4 
हल: 6) (6+9) का 3 5 5 का 3 (पहले कोष्ठक खोलने पर) 


45 #< 3 
... घ्ू 45 
(() 8 का 4) का 55 (3 » 4) #€ 5 
न्|225560 क्‍ 
(#) 72+>6का 4 5£72+ (624) (का' का पहले प्रयोग करने पर) 
म्म 72-+ 24 
घ्न्3 


2.]4 कोकाभागुयोघ छग)श&४) नियम 


अक्षर श्रृंखला 'कोकाभागुयोघ' में को कोष्ठक के लिए, का संक्रिया “का' के 
लिए, भा संक्रिया भाग के लिए, गु गुणन के लिए, यो योग के लिए तथा धर 
घटाने (व्यवकलन) की संक्रिया के लिए प्रयुकत किया गया है। ये अक्षर जिस क्रम 
में लिखे गए हैं उसी क्रम में संगत संक्रियाएँ व्यंजक को सरल करने में संपन्‍न की 
जाती हैं। अर्थात्‌ किसी व्यंजक में सबसे पहले कोष्ठक (यदि कोई है तो) हटाए जाते 
हैं। कोष्ठक हटने के नियम हम पहले पढ़ चुके हैं। इसके बाद संक्रिया 'का'. संपन्न 
की जाती है। उसके पश्चात भाग और फिर गुणन किया जाता है। तत्पश्चात हम 
योग तथा घटाने की संक्रियाएँ इसी क्रम में संपन्‍न करते हैं। 


। । कफ, 


+ 27 
बज 


विभिन्‍न संक्रियाओं के नियम संक्षेप मे इस प्रकार हैं: 


कोष्ठक नियम: 

() कोष्ठक क्रम ( ), ६ 3),[ | में हटाए जाते हैं। कोष्ठक हटाने का अर्थ 
है 'कोष्ठक के अन्दर के व्यंजकज को सरल कर एक पूर्णाक बनाना तथा 
उपयुक्त चिह्न लगाना 

() यदि कोष्ठकों से पहले + चिह्न है, तो कोष्ठकों के अन्दर प्राप्त अन्तिम पूर्णाक 
का चिह्न बदले बिना कोष्ठकों को हटा दिया जाता है। 

() यदि कोष्ठकों से पहले - चिह्न है, तो कोष्ठकों को हटा कर उनके अन्दर 
प्राप्त अन्तिम पूर्णाक का चिह्न बदल दिया जाता है। 

(ए) यदि कोष्ठकों से पहले कोई संख्या है, तो कोष्ठकों के अन्दर प्राप्त अन्तिम 
पूर्णाक का उस संख्या से गुणा करके कोष्ठकों को हटा दिया जाता है। 


लू की मियम: 
'का' का अर्थ है गुणा और उसके नियम गुणा जैसे ही हैं। यह संक्रिया अन्य 
सभी अंकगणितीय संक्रियाओं से पहले की जाती है। 
भाग, गुणा, योग व छटाना ये सभी संक्रियाएँ इसी क्रम में की जाती हें। 
इन संक्रियाओं को संपन्न करने के नियम आप पहले ही पढ़ चुके हैं। 
इन निग्ममों का प्रयोग कर हम किसी भी व्यंजक को सरल कर सकते हैं, 
और उसका मान ज्ञात कर सकते हैं। 
उदाहरण ॥7: मान ज्ञात कीजिए: 
30 - 5 » 2 का 3 + ([[9 - 3) + 8 
हल : 30 - 5 ५ 2 का 3+(9 - 3) + 8 
- 30-5 ५ 2 का 3+ 6 + 8 (संक्रिया को अर्थात्‌ कोष्ठक ( ) हटाना) 
-30-5»6+6+8 (संक्रिया “का” अर्थात्‌ 2 का 3 5 2 » 3) 


-30-5 » 6+2 - (संक्रिया भा, अर्थात्‌ 6+ 8) 
- 30-30+ 2 (संक्रिया. गु, अर्थात्‌ 5 »< 6) 
न्‍्+ 30 - 28 (संक्रिया यो, अर्थात्‌ -30 + 2) 
3 (संक्रिया घ, अर्थात्‌ घटाना) 


कक शक 8 


६५ गा 


है 


[ 


प्रश्नावली 2.7 
मान ज्ञात कीजिए: 
[[॥ 4%3) - 20 +* 2 () 28 -5 ५ 6+ 2 
(() 27 + 2() + 5 (०) (-29) (-) + (-34) + 2 


(ए) [7+ (3) ४ (5) - 6. (शं) (-5) - (48) + (-6)+[-2) »८6 
(एा]] (5] + 4 + (5 - ३) (ए।]) 5+ [0--5) 

(४) 30 +* [5 + 7) (है) 3-६5-06+ 3) 

सरल कीजिए; 

([] 28 3 का 2 + 


[[]]) [+-0) )+ 28 + 7 
([]) 7 [॥|3 (-4का 4)) 
(१५७०) [5७ -- 7 $ 8 +(3- 2 का 5)] का 8। 


(] 20 + ६।0 - $ + (7 - 3)) 

([) 7-3 - 2 (4 * -4ी -।5 + 3 

(|] (०) (5) + (-25)| - का » (-) - (8-0) (-4) 
((ए) 3[8 + 3 + 4 [4 - 2))] 

(५) (।4 7) » (8४ + [3+ 7 -]) 

(एं) 2-[2 -- (2-2 - 2 -.2))] 

(७) !४+[ + [5 - 2) » 4)] 

(जी) ॥8 -[2] + [[] & [|) - [-4) - (+ 3 -7") 

(४) [2] + [7 -(।5 - 3 7 - 4))] 

(४). ॥85 - [-3) (4 - 4] + 3 (5 + (-3) ४ [(-6)) 


[. 


४ । ] पल हु 5५ 


याद रखने योग्य बातें 
प्रत्येक धनात्मक पूर्णांक प्रत्यक ऋंणात्मक पूर्णाक से बड़ा होता है। 
शून्य प्रत्येक धनात्मक पूर्णाक से छोटा परन्तु प्रत्येक ऋणात्मक पूर्णाक से बड़ा 
होता है क्‍ 
कोई संख्या जितनी बड़ी होगी उसका विपरीत (ऋणात्मक) उतना ही छोटा 
होगा। (अर्थात्‌, यदि 6 > 0 है, तो -ध <-४ है।) 
किसी पूर्णाक का निरपेक्ष मान उस्र संख्या के चिह्न पर बिना कोई ध्यान दिए 
उसका संख्यात्मक मान होता है। क्‍ 
दो ऋणात्मक पूर्णाकों का योग एक ऋणात्मक पूर्णाक होता है जिसका निरपेक्ष 
मान उन पूर्णाकों के निरपेक्ष मानों के योग के बराबर होता है। 
एक धनात्मक पूर्णाक और एक ऋणात्मक पूर्णाक का योग ज्ञात करने के 
लिए, हम उनके निरपेक्ष मानों का अन्तर लेकर बडे निरपेक्ष मान वाले पूर्णांक 
का चिह्न लगा देते हैं। 


पूर्ण संख्याओं की संक्रियाओं के समस्त गुण, पूर्णाकों में भी सत्य होते हें। 
उनके अतिरिक्त कुछ गुण निम्न हैं: 

() यदि ८ और 9 पूर्णाक हों, तो ८ - 9 सदैव एक पूर्णाक होगा। 
()  प्रत्यक पूर्णाक 6 के लिए 6 » (-) ८ (-) # 6> -ध 
(() पूर्णाकों में कोई सबसे छोटा पूर्णाक नहीं होता। 

किसी पूर्णाक 9 को पूर्णांक ८ में से घटाने के लिए, हम ४9 का चिह्न परिवर्तित 
करके उसे ८ में जोड़ देते हैं [4 - 29 5८ ८ + (-7)]। 


एक धनात्मक्त और एक ऋणात्मक पूर्णांक का गुणनफल प्राप्त करने के लिए, 
हम उनके निरपेक्ष मानों का गुणनफल प्राप्त करक परिणाम में ऋण चिह्न लगा 
देते हैं। 


, दो धनात्मक या दो ऋणात्मक पूर्णाकों का गुणनफल उनके निरपेक्ष मानों के 


गुणनफल के बराबर होता है। 


एक धनात्मक व एक ऋणात्मक पूर्णाक का भागफल प्राप्त करने के लिए, हम 
उनके निरपक्ष मानों का भागफल प्राप्त कर उसमें ऋण चिह्न लगा देते हैं। 


सा जा जाजन न... 23... ५ - ऑभननानााव-३-५५७) बनाना, 2७३-ा। आ डव--» “ जब्णा आ 7 का 7४-77 ॑ लए!” तप जज 





१2. 
3. 


4. 
65. 


6. 


[7. 
8. 


9. 


20. 


दो धनात्मक अथवा दो ऋणात्मक पूर्णाकों का भागफल प्राप्त करने के लिए, 
हम उनके निरपेक्ष मानों का भागफल प्राप्त करते हैं। यह एक धनात्मक पूर्णाक | 
होता है। 
किसी व्यंजक में से समूहन संकेत हटाने के लिए हम पहले सबसे भीतर का 
संकेत हटाते हैं। फिर शेष बचे संकतों में से सबसे भीतर का दूसरा संके 
त हटाते हैं और इस प्रकार आगे भी करते जाते हैं। 





( | ]विषम पनातन्मक पूर्णांक >5८ .. !, ( -] 32 भ्रभात्मक पृणक >-- [ 


चा>तद>तद ८ दध % ....॥! बार । 

जिन व्यंजकों में कोष्ठक एवं अंकगणितीय संक्रियाएँ साथ-साथ होती हैं, उनके | 
सरलीकरण के लिए कोकाभागुयोघथ (80790४७9$) नियम का प्रयोग किया जाता है। 
कोष्ठकों का सरलीकरण ( ), ( 3),[ ] के क्रम में किया जाता हैं। 
यदि किसी कोष्ठक सें पहले ऋण का चिह्न होता है, तो अन्दर वाले पूर्णाक्त ' 
का चिह्न बदल कर कोष्ठक हटा दिया जाता है। 


यदि किसी कोष्ठक से पूर्व धन का चिह्न होता है, तो अन्दर वाले पूर्णाक 
का चिद्ठ बदले बिना ही कोष्ठक हटा दिया जाता है। 


संक्रिया 'का' का अर्थ “गुणा' होता है। इसे किसी भी अंकगणितीय सुक्रिया 
से पहलें किया जाता है। 


| 
|| 
व्यंजक ८ए' में ८ आधार तथा 7 घातांक है। साथ ही, | 
। 
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५,। शांमका! 


- इस अध्याय में, हम गुणनखंड एवं गुणन की संकल्पनाओं का अध्ययन करेंगे। 
हम अभाज्य एवं भाज्य, संख्याओं से संबंधित मूल विचारों का पुनरावलोकन करेंगे और 
महत्तम समापवर्तक तथा लघ्ुतम समापवर्त्य की संकल्पनाओं का विस्तार से अध्ययन 
करेंगे। इस अध्याय में, हम प्राकृत संख्याओं की ही बात करेंगे। इसलिए सामान्यतया 
यहाँ हम 'प्राकृ!' को छोड़ते हुए प्राकृत संख्या के लिए संख्या शब्द का ही प्रयोग 
करेंगे। द द 


3.2 गुणनखंड और गुणज 


संख्या! ।, 2, 5 और ॥0 संख्या ॥0 के यथार्थ (७६०८.) भाजक हैं। इसी 
प्रकार, ) और ॥7 संख्या ॥7 के यथार्थ भाजक हैं। किसी संख्या का यथार्थ भाजक 
उस संख्या का गुणनखंड (4८४८7) कहलाता है। इस प्रकार |, 2, 5 व ॥0 सभी 
संख्या ।0 के गुणनखंड हैं। | व 7 दोनों ही संख्या ॥7 के गुणनखंड हैं। संख्या 
3 संख्या ।0 का गुणनखंड नहीं है। इसी प्रकार, 0 संख्या ।5 का गुणनखंड नहीं 
है। ध्यान दीजिए कि किसी संख्या का गुणनखंड उस संख्या से छोटा या उसके बराबर 
होता है। संख्या 0 संख्याओं 2 व 5 का गुणनफल है। एक संख्या को उसके किसी 
भी गुणनखंड का एक गृणज (#॥/87/2) कहते हैं। इस प्रकार संख्या 0, संख्याओं 
], 2, 5 और ॥0 में से प्रत्येक का एक गुणज है। ।7 संख्याओं । व ॥7 का 
एक गुणज है। 0 संख्या 3 का गुणज नहीं है। इसी प्रकार, 45 भी 0. का एक 
गुणज नहीं है। क्‍ 

आइए, संख्या 3 पर विचार करें। 3 को प्राकृत संख्याओं !, 2, 3, ... आदि 


से गुणा करने पर, हमें प्राकृत संख्या 3, 6, 9, ... आदि प्राप्त होती हैं। ये सभी 
संख्या 3 के गुणज हैं। इसी प्रकार, संख्याएँ 2, 4, 6, 8, ... आदि सभी संख्या 
2 क॑ गुणज हैं। इससे स्पष्ट है कि किसी वीं हुई संख्या को असंख्य या. अपरिमित 
गृणज होते हैं। 
उदाहरणु [$ () संख्या 8 के 00 से छोटे सभी गुणज ज्ञात कौजिए। 

(॥) संख्या 36 के सभी गुणनखंड ज्ञात कीजिए! 


हल; (0) 8 के अभीष्ट गुणज हैं: 

[8 » | -< 6 

[8 »६ 2 + 36 

[ह ४ ज ल्‍ 34 

| »% 4॑ + /2 

[है 9 ८१90) 
() उे6 तह | > ज0 
व्यू > २ [6 

8 3 ४. 2 

हक, हे 

पु 0 >( 0 


इस प्रकार ।, 2, 3, 4, 6, 9, ।2, ।8 व 36 सभी संख्या 36 के गुणनखंड 
हैं। गुण्नखंड संख्या से छोटे अथवा संख्या के बराबर होते हैं। अतः केवल यही सब 
36 के गुणनखंड हैं। इनके अतिरिक्त 36 का कोई और गुणनखंड नहीं है। चूँकि 
गुणनखंड संख्या से बड़े नहीं हो सकते, इसलिए किसी भी संख्या के गुणनखंडों की 
संख्या परिमित (/घीमित) होती है। 


3.3 आशाज्य एवं भाज्य संख्याएँ 


प्राकृत संख्या | का केवल एक ही गुणनखंड है। । के अतिरिक्त सभी 
संख्याओं के दो या दो से अधिक गुणनखंड होते हैं। उदाहरण के लिए, संख्या 2 
के दो गुणनखंड होते हैं जो | व 2 हैं। संख्या 3 के भी दो ही गुणनखंड होते हैं 
जो] व 3 हैं। संख्या 4 के तीन गुणनखंड हैं और वे ।, 2 व 4 हैं। इसी प्रकार, 
संख्या |2 के छः गुणनखंड ॥, 2, 3, 4, 6 व !? हैं। हम जानते हैं कि वे संख्या 
जिनके दो और केवल दो ही गुणनखंड होते हैं अभाज्य संख्याएँ (कर शाणाएट५5 


पंत - आक आजओ 


/॥४7४॥८४) कहलाती हैं तथा दो से अधिक गुणनखंडों वाली संख्या को भाज्य 
संख्या (00॥॥2097/0 77007") कहते हैं। इस प्रकार 2, 3, 5, 7, ॥।, ।3, सभी 
अभाज्य संख्या हैं, जबकि संख्या 4, 6, 8, 9, ॥0, 2 भाज्य संख्याएँ हैं। 
टिप्पणी : संख्या । न तो भाज्य है और.न ही अभाज्य हैं। 

वस्तुत: इस प्रकार की यह अकेली संख्या है। यदि इसके अतिरिक्त कोई भी 
संख्या लें, तो वह या तो भाज्य होगी अथवा अभाज्य। 

हम अभाज्य संख्याओं को किस प्रकार ज्ञात करते हैं? सदियों से यह प्रश्न 
सभी गणितज्ञों को उद्धेलित करता रहा था। ईसा से लगभग तीन शताब्दी पूर्व एक 
यूनानी गणितज्ञ इरेटोस्थीज (टरिवा0500श0८७) ने अभाज्य संख्याओं को प्राप्त करने की 
बहुत सरल विधि खोजी थी। इस विधि को इरेटोस्थीज की छलनी (छ6ए८ ०0 
[0050077९5) कहां जाता है । यहाँ हम इसे । से 400 तक की सभी अभाज्य 
संख्याएँ प्राप्त करने के लिए प्रदर्शित कर रहे हैं। 


पहले हम | से 00 तक की सभी संख्याओं की एक सारणी बनाते हैं (देखिए 
सारणी |) इसके बाद हम निम्नलिखित चरणों का अनुसरण करते हैं 
()  । को काट देते हैं, क्योंकि | अभाज्य नहीं है। 


(॥) के चारों ओर एक गोल घेर बना देते हैं ओर इसके सभी गुणजों, जैसे 


> 
4, 6, 8, ... आदि को काट देते हैं। 


(४) अब अगली बिना कटी संख्या 3 को गोल घेरे में बंद कर इसक॑ सभी गुणजों 
6, ०, 2, ... आदि को काट देते हें। 


(0०) चरण (॥) को दोहराते हैं, अर्थात्‌ अगली बिना कटी संख्या, जो कि 5 है, 
को गोल घेरे में बंद कर इसके सभी गुणजों को काट देते हैं। 


(ए)/ जब तक सभी संख्याएँ या तो कट नहीं जातीं या गोले से घिर नहीं जाती 
हम तब तक उपर्युक्त प्रक्रिया दोहराते रहते हैं। 


इस प्रकार प्राप्त सारणी में गोले से घिरी सभी संख्याएँ अभाज्य संख्याएँ हैं तथा 
। को छोड़कर सभी कटी हुई संख्याएँ भाज्य संख्याएँ हैं। 


[१+ 


(] 


(। 


१५720 ही 


सारणी 7 


ऋ 9 0७0 >> छ #&छ ७9 #& 2 ३ 
0) 3 (0 94 3 % (0 »%६ (9 » 
६ 2 8 #% झे १9 ओऋ 36 (७9) 
6) #ऋ अब औ ऋ ३६ ९) >6 2९ 2९ 
8) #% छ #ऋ %ऋ >#€ 0 8 30 30 
६. >6 6) 3६ के 36६ जे 26 र 
क्र का क्र के 06% 6) फऐ »६ . 20 
0) ># छो के फे फऋ ऋ 26 (७9) 3९ 
मै. औ 63 करे ऐे हे! अर रह. 69 > 
9. ओऔ 9 ६ 9 9६ ९0 9 9» गे 


अभाज्य संख्याओं के बारे में हम निम्नलिखित तथ्यों पर दृष्टिपात कर सकते हैं 


अभाज्य संख्याएँ असीमित हैं। 2 अभाज्य संख्या है तथा 2+- 3 भी अभाज्य 
संख्या है। इसी प्रकार, 2 व 3 अभाज्य संख्याएँ हैं तथा 2» 3+ -7 भी 
एक अभाज्य संख्या है। 2, 3, 5 अभाज्य संख्याएँ हैं तथा 2><3»८5+] -3] 
भी एक अभाज्य संख्या है। इस प्रकार अभाज्य संख्याओं की सहायता से नई 
अभाज्य मंख्याएँ प्राप्त्की जा सकती हैं। अत: अभाज्य संख्याओं की संख्या 
सीमित नहीं हो सकती। इसका अर्थ है कि हमें चाहे कितनी भी अधिक. संख्या 
में अभाज्य संख्याँँ दी हों, हम एक ऐसी अभाज्य संख्या प्रात कर सकते हैं 
जो दी गई अभाज्य संख्याओं से भिन्‍न (तथा बड़ी) होगी। 

कोई भी अभाज्य संख्या सबते बड़ी अभाज्य संख्या नहीं हो सकवी। यदि कोई 


संख्या सबसे बड़ी अभाज्य संख्या हे, तो अभाज्य संख्याओं की संख्या सीमित 
हो जाएगी जबकि ऐसा नहीं है। 


0] संख्या 2 यबसे छोटी अधाज्य संख्या हैं। 


(५) 2 


शि) 


के अतिरिक्त सभी अभाज्य संख्याएँ विषम हैं। 
! के अतिरिक्त कोर्ड भी संख्या या तो अभाज्य होती है अथवा उयका एक 
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अथाज्य गुषनखंड होता है/ यदि हम एक भाज्य संख्या के गुणनखंड करें और 
फिर इन गुणनखंडों के गुणनखंड (यदि संभव हो तो) करते चले जाएँ, तो अन्त 
में केवल अभाज्य गुणनखंड (तथा ) ही शेष बचेंगे। 


उदाहरणार्थ: 425 4 < ]252<22* 65%2% 2 * 3 
3.4 गुणज व गुणनखंडों के कुछ गुण 


हमें ज्ञात है कि 4 संख्या 32 का एक गुणनखंड है तथा 32 संख्या 96 का 
एक गुणनखंड है। हम यह भी जानते हैं कि 4 संख्या 96 का भी एक गुणनखंड 


है। इसी प्रकार, 3 संख्या 24 तथा 24 संख्या 48 का एक गुणनखंड है। यहाँ भी 
हम जानते हैं कि 3 संख्या 48 का एक गुणनखंड है। यहाँ हमें जो गुण प्राप्त होता 
है वह इस प्रकार है: 


गुण [$ यदि ८ संख्या 7 का गुणनखंड है और 9 संख्या2 का गुणनखंड 
है, वो ८ संख्या 2 का भी एक गृणनखंड होता है। 

ध्यान दीजिए कि यदि हमें किसी संख्या के गुणनखंड प्राप्त करने हैं, तो गुण 
[ के कारण हम संभावित गुणनखंडों के खोजने के लिए, छोटी संख्याओं की ही जाँच 
कर सकते हैं। बड़ी संख्याओं का संभावित गुणनखंडों के रूप में जाँच करना 
अनावश्यक है। उदाहरण के लिए, यदि हमें 84 के गुणमखर्खंड ज्ञात करने हैं, तो हम 
जाँच के लिए 2 से प्रारंभ कर सकते हैं। जैसे 8452 >८ 42 है। अब हम 84 के 
स्थान पर 42 से प्रारंभ करते हैं। हम जानते हैं कि 42 के सभी गुणनखंड 84 के 
भी गुणनखंड होंगे। 
ये सभी तथ्य निम्नलिखित गुण से प्राप्त होते हैं 


गुण 5: यदि 79 वध्‌ अथाज्य संख्याएँ हैं तथा दोनों ही किसी संख्या 
८ के गुणनखंड हैं, तो 77 > 4 भी ६ का एक गुणनर्खंड होगा। 


इस गुण को हम कुछ उदाहरणों से स्पष्ट करेंगे। संख्या 20 पर विचार करें। 
अभाज्य संख्याएँ 2 ब 5 दोनों ही 20 के गुणनखंड हैं। साथ ही, 22८ 550 भी 
20 का एक गुणनखंड है। इसी प्रकार, हम कह सकते हैं कि 5 संख्या 90 का 
एक गुणनखंड है, क्‍योंकि 3 व 5 दोनों ही 90 के गुणनखंड हैं, दोनों ही अभ्राज्य 
संख्याएँ हैं तथा 3 ५८ 5७॥5 है। गुण तर केवल दो अभाज्य संख्याओं तक ही सीमित 
नहीं है। यह तीन व अधिक अभाज्य संख्याओं के लिए भी सत्य है। उदाहरणार्थ 
2, 3 व 5 सभी 90 के गुणनखंड हैं। 


अत: 23%39%5:-530 भी ५0 का गुणनखंड हेै। 

गुणनखंडों का एक अन्य उपयोगी गुण निम्न हैः 

गुण शा यदि ८ संख्याओं 2 व ८ दोनों का गुणनखंड है, वो ८ इनके 
योग 77+0 का भी गृणनखंड होगा। 


इस गुण को स्पष्ट करने के लिए हम एक उदाहरण लेते हैं। 3 संख्या 45 
का एक गुणनखंड है। 3 संख्या 72 का भी एक गुणनखंड है। अतः 3 संख्या 45 
»72 5 |।7 का भी एक गुणनखंड होना चाहिए। इसकी जाँच करने पर हम 
पाते हैं कि यह सत्य है। इसी प्रकार, 7 संख्या 875 का एक गुणनखंड है तथा 7 
संख्या 703 का भी एक गुणनखंड है। साथ ही, 7 संख्या 875 + 763 < 638 
का भी एक गुणनखंड है। क्‍ 
यहाँ संख्याओं के योग की ही यह विशेषता नहीं है। यदि हम योग के स्थान 
पर दोनों संख्याओं का अन्तर ज्ञात करें, तो वह संख्या प्राप्त अन्तर का भी गुणनखंड 
होती है। उपर्युक्त उदाहरण में हम देख सकते हैं कि 3 संख्या 72-- 455 27 का 
भी गुणनखंड है। इसी प्रकार, 7 संख्या 875-763 ८ ।2 का भी एक गुणनखंड 
है। वास्तव में गुणनखंडों के लिए हमें निम्नलिखित गुण प्राप्त हैं: 
गुण [प्‌ ; यदि ८ दो खंख्याओं 9 व 2८ का गुणनखंड है, तोध संख्या 9-2८ 
का भी एक गृणन्खंड होया। द 
उदाहरण 2: ॥) ॥ संख्याओं 2, 65 व 209 सभी का एक गुणनखंड हे। 
इन तथ्यों व गुणनखंड के गुणों का प्रयोग करते हुए, दिखाइए 
कि ]] संख्याओं 286 व 374 दोनों का एक गुणनखंड है। 
() 3 संख्याओं 470 व 663 का एक गुणनखंड है। दिखाइए 
क्रि 3 संख्या 507 का एक गुणनखण्ड है। 
हल ६ 
0) ]] संख्याओं 72॥। व व65 का एक गुणनखंड है। अत: |। संख्या 
[2] +65 ८ 286 का भी एक गुणनखंड है। इसी प्रकार, | संख्या 
65 + 209 5 374 का भी एक गुणनखंड है। 
(8) 3 संख्याओं 70 व 663 का एक गुणनखंड है। अत: 3 संख्या 
70 - 663 & 507 का भी एक गुणनखंड है। 


पे कं के 


7 
ञ्् 


0 , 
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प्रश्नावली 3.7 
निम्न में से प्रत्यके के सभी गुणनखंड लिखिए : 


() 7 () 60 () 23 (ए).. 64 

(ए) 350 ह (ए) 64 (शा) 76 (एं।) 89 

(४) 20 (&) 444 (हु) 253 (5]) /29 
निम्न में से प्रत्येक के पहले 5 गुणन लिखिए : 

() 6 () ॥7 0) |9.. (५) 25 (५) 40 


निम्न में से कौन सी संख्याओं का गुणनखंड ॥5 है? 
() 5625 (॥) . 2305.... (0) 5230 


निम्न में से कौन-सी संख्याएँ 2। से विभाजित हो जाती है? 


(() 2[063 () 2063 (]) 2630 

निम्म के बीच की सभी अभाज्य संख्याएँ लिखिए : 

() | से 30 () 80 से ॥00 . (|) 78 से 58 
(ए) ॥0। से 79 (ए) ॥60 से 200 


कितनी सम संख्याएँ अभाज्य हें? 

निम्म में से कौन-सी संख्याएँ अभाज्य हैं? 

() 23 () 26 (ध) 3] 
(५) 3। (५) 09 (एं). 4729 


क्या कोई भाज्य संख्या विषम हो सकती है? यदि हाँ, तो सबसे छोटी विषम 
भाज्य संख्या लिखिए। 


[00) से कम ऐसी सात क्रमागत _भाज्य संख्याएँ लिखिए जिनके बीच में कोई 
अभाज्य संख्या न हो। 


किसी संख्या के इकाई के स्थान पर $ का अंक है। यदि वह संख्या ।50 और 
200 के मध्य हो, तो वह भाज्य संख्या होगी या अभाज्य? 


। ध - है ४ 
हि. गागिाह 


8. 0 से बड़ी किसी संख्या के अभाज्य होने के लिए उसके इकाई के स्थान पर 
कौन-कौन से अंक सम्भव होंगे? 


82. 0) क्‍या कोई ऐसी संख्या है जिसके कोई गुणनखंड न हों? 


(॥) । से ।00 तक के मध्य की कितनी संख्याओं के केवल तीन ही गुणनखंड 
होते हैं? 


[3. निम्न में से प्रत्येक संख्या को दो विषम अभाज्य संख्याओं के योग के रूप में 
लिखिए 


() उेटे ॥) 40... (|) 56 (9५) 60 (५)9०० (शं) 400 
4. निम्न में से फ्र्येक्त को तीन विषम अभाज्य संख्याओं के योग के रूप में लिखिए ; 
(0) 3 () 35... (॥) 49 (५) 63 


3.5 विभाज्यता की जाँच 

यदि कोई संख्या अभाज्य नहीं है, तो यह किसी छोटी संख्या से विभाजित 
होनी चाहिए। इस बात की जाँच करने के लिए कि एक संख्या दूसरी संख्या को 
विभाजित करती है अथवा नहीं, हम भाग की वास्तविक क्रिया को करके देख सकते 
हैं कि शेष शुन्य है अथवा अशुन्य। ऐसा करने में समय तो लगता ही है, परन्तु 
कुछ परिस्थितियों में यह अनावश्यक भी है। विभाज्यता की जाँच करने के लिए 
कुछ सरल नियम हैं जो संख्याओं के अंकों पर लागू कर हम जान सकते हें कि 
वह संख्या किसी दी गई निश्चित संख्या से विभाजित हो सकती है अथवा नहीं। 
यहाँ इसी प्रकार के कुछ नियम दिए जा रहे हैं; 


6) > ये विभाण्यता : यदि किसी संख्या का इकाई का अंक 2 से विभाजित 

होता है को वह संख्या भी 2 से विभाजित होगी। 
इस नियम के अनुसार यदि कोई संख्या 0, 2, 4, 6 अथवा 8 के अंक पर समाफत 
होती है, तो वह संख्या 2 से विभाज्य हे। इस नियम के अनुसार ।, 3, 5, 7 व 
9 पर समाप्त होने वाली कोई भी संख्या 2 से विभाजित नहीं होगी। 322, 698 
722 आदि सभी संख्याएँ 2 द्वारा विभाज्य हैं जबकि 223], 869, 227 संख्याएँ 2 से 
विभाजित नहीं हो सकतीं। 
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(#) 3 द्वारा विधाज्यता / कोई संख्या 3 से विभाजित होगी, यदि इसके अंकों 
का योग 3 से विभाजित होता हे। 


संख्या 452। संख्या 3 द्वारा विभाजित होती है क्‍योंकि इसके अंकों का योग 
4+5+2+][] 5 [2, 3 द्वारा विभाज्य है। इसी प्रकार 2[45, 542 तथा 524 
सभी 3 से विभाज्य हैं। हम जाँच कर सकते हैं कि संख्याएँ 72279, 369, 3438 
भी 3 द्वारा विभाज्य हैं। 7279, 2639 तथा 3437 में से कोई भी संख्या 3 से 
विभाजित नहीं हो सकती, क्‍योंकि इनके अंकों के योग क्रमशः 25, 20 तथा 7 हैं 
और ये संख्याएँ 3 द्वारा विभाज्य नहीं हें। 


(() 5 द्वाय विधाज्यवा ८ वह रुंथा जिसके अन्त में (अप इकाई के स्थान पर) 
0१ अथवा 5 है सदेव 5 से विभाजित होगी। 

उदाहरणार्थ, संख्याएँ 465, 370, 6985, 320 सभी 5 द्वारा विभाज्य हैं, जबकि संख्याएँ 
33, 27, 39756, जिनके अन्त में न तो 0 है न 5, 5 द्वारा विभाजित नहीं की 
जा सकतीं। 


(0) 9 ये विधाज्यता + कोई संख्या 9 से विधाजित होगी यदि उसके अंकों 
द का योग 9 का एक गृणज हो, अर्थात्‌ 9 से 
विभाज्य ह। 
संख्या 827] संख्या 9 से विभाज्य है, क्‍योंकि इसके अंकों का योग 8+2+7+ 
| ८ 8, संख्या 9 का एक गुणज है। 628 को 9 से विभाजित नहीं किया जा. 
सकता, क्‍योंकि 6+2+8 -<> [6, 9 द्वारा विभाजित नहीं होती। 


(0). /0 द्वारा विभाज्यता : कोई भी संख्या जिसके इकाई के स्थान पर 0 
है 0 द्वारा विभाज्य होगी। 


000, 750, 2300 सभी 0 से विभाज्य हैं, जबकि संख्याएँ 47, 075, 
309 जिनके अन्त में शून्य नहीं है, 0 द्वारा विभाजित नहीं होती। 


(एं) ॥7 द्वारा विधाज्यता : आइए संख्याओं 2, ।265, 727 तथा 92829 
पर विचार करें। ये सभी संख्याएँ ! से विभाजित की जा सकती हैं। इस तथ्य की 
जाँच हम सीधे विभाजन की क्रिया से कर सकते हैं। क्‍या इन संख्याओं के अंकों 
में कोई संबंध है जैसा कि 3 अथवा 9 द्वारा विभाज्य संख्याओं के अंकों में होता 
है? इन संख्याओं में हम इकाई के स्थान से प्रारंभ करते हुए विषम स्थानों पर स्थित 
अंकों का योग करते हैं। इसी प्रकार, शेष बचे (अर्थात्‌ सम स्थानों पर स्थित) अंकों 


3,060 
000३ 


का योग लेते हैं और फिर इन दोनों योगों का अन्तर ज्ञात करते हैं। इस प्रकार हमें 
प्राप्त होता हैं: 





४०५५ ते ३-२९ जात ३++कन बज लत + अनािना-- + "7 डिन अं» 0+3००+-४००७ ७-५०७-+जक.. ४५ १७०५+-बनना+क 77/25 ४७७ -+ागा फआआजफेनाओ-ी तप 37 फ्कक-+323०+ तने किक 
जन्नत चिजिलसनलाए ड़ 
 ऋअबा | 2. -» २४५34 | ४ ऋ+ ॥ ++' 


संख्या विषम स्थानों के सम स्थानों के दोनों यांगों 
अंकों का योग अंकों का योग का अंतर 

[2| [+ | » 2 2 0 

|205 ६+2?2 ४ 7 6+| 5» 7 () 

[727 7+7 क्ांव कक पे 

9.26.१0 0 + ४ + 05७26 0.0 2 कई हे हक, 


हक अमन मा कन कल नाक त अरे सना ॥ जप .५-:५<५-५॥ 3 लक आशा >कक+-० १ 7४० %९५-३६०-+ बनी कक पा पत्ञ+१७१४% ४४ ९)५५५८-२४7 “7*ककल्लन नजीयण 77५०५ *0:30% “न७५-3+3५0-+ ० ७०५ ननफन»+ रन» 7पमऊमीना “पेन कान पड फैन लराअअ»«क 
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हम देखते हैं कि दोनों योगों का अन्तर या तो शुन्य है अथवा ॥। का एक ! 
गुणज है। ये महज संयोग नहीं हैं। यह ।] से विभाज्यता का एक व्यापक नियम है; 


एक संख्या !। से विभाजित होगी, यदि इकाई के स्थान से प्रारंभ कर विषम 
स्थानों पर स्थित अंकों के योग और सम स्थानों पर स्थित अंकों के योग का अन्त: 


0 अथवा । का एक गृणज है, अर्थात्‌ 4॥ से विभाजित है। | 


सामान्यतः: हम किसी संख्या की विभाज्यता की जाँच केवल अभाज्य संख्याओं' 

द्वारा ही करते हैं। इसका कारण है कि यदि कोई संख्या किसी भाज्य संख्या से: 
विभाजित की जा सकती है, तो वह संख्या एक अभाज्य संख्या से भी विभाजित! 
की जा सकती है। फिर कुछ परिस्थितियों में किसी व्यंजक् को शीघ्र सरल करे: 
के लिए हम भाज्य संख्याओं द्वारा भी विभाज्यता की जाँच करते हैं। कुछ सरल: 
साधारण नियमों द्वारा हम भाज्य संख्याओं 4, 6, 8 आदि से भी विभाज्यता की जाँच: 

कर सकते हैं। उदाहरण के लिए 4 द्वारा विभाज्यता की जाँच का नियम निम्न प्रका 
ह्ः 
(भीं। + द्वारा विभाज्यता : कोई संख्या 4 से विभाज्य होगी, यदि उसके इर्काः 
व दहाई के अंकों ये बनी संख्या 4 द्वार विभाज्य हो। । 
इस नियम द्वारा हम देख सकते हैं कि संख्याएँ 308, 00, 40752, १ ; 


3]5970 सभी 4 द्वारा विभाज्य हैं। 
हू ये 


गृगनसंड ओर गृगज॒ /। 


प्रश्नावली 3.2 


. विभाज्यता की जाँच के नियमों का प्रयोग करके, ज्ञात कीजिए कि निम्न में से 
कौन-कोन सी संख्याएँ 2 से, 3 से, 5 से और 9 से विभाजित हैं: 
(१) 26 . [#). 672 () 990 
(५) 2050 (ए) 2856 (पं) 406839 

2. विभाज्यता के जाँच के नियमों की सहायता से ज्ञात कीजिए कि निम्न में से 
कौन-कौन सी संख्याएँ 4 से विभाजित होंगी 


() 352 ([) 259 (7]) 4096 

(ए)4540... 7 7 एज) 2684 7 छ) 3795082 ” 
3. निम्न संख्याओं की ]] द्वारा विभाज्यता की जाँच कीजिए : 

() 5335 () 0824 (0) 902084 

(ए) 3॥78965 - [(ए) 7069803 (एु) 000000] 


4, निम्न कथनों के लिए सत्य ([) अथवा असत्य (7) लिखिए ; 
(!) यदि कोई संख्या 3 से विभाज्य है, तो वह 9 से भी विभाजित होगी। 
(8) यदि कोई संख्या 9 द्वारा विभाज्य है, तो वह 3 से भी विभाजित होगी। 


(08) यदि कोई संख्या 9 और 0 दोनों से विभाजित होती है, तो वह संख्या 
90 से भी विभाजित होगी। 


(ए) यदि कोई संख्या दो संख्याओं के योग को पूर्णतया विभाजित करे, तो 
वह उन संख्याओं को पृथक-पृथक भी पूर्णतया विभाजित करेगी। 


(7) यदि एक संख्या तीन संख्याओं को अलग-अलग पूर्णतया विभाजित करती 
है, तो वह उनके योग को भी पूर्णतया विभाजित करेगी। 


(७) दो क्रमागत विषम संख्याओं का योग सदैव 4 से विभाजित होता है। 
3.6 अभाज्य गुणनखंडन 


किसी भाज्य संख्या का गुणनखंडन कई प्रकार से किया जा सकता है। 
उदाहरणार्थ, संख्या 60 के गुणनखंडन हम इस प्रकार लिख सकते हैं : 
() 6052 % 30, (0) 6053 % 20. (7) 60 5 4 » 5 


(ए) 6055 ८ 72 (०७60-56 ५0. (ए७)60523% 23 ८5 , 
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ये गुणनखंडन विभिन्‍न प्रकार के हैं। पहले, दूसरे व चौथे गुणनखंडन में से 
प्रत्येक में एक गुणनखंड अभाज्य है तथा दूसरा गुणनखंड भाज्य है। तीसरे तथा पाँचवें 
गुणनखंडन में दोनों गुणनखंड भाज्य हैं। परन्तु छठे गुणनखंडन में प्रत्येक गुणनखंड 
अभाज्य हे। 


जिस गुणनखंडन में सभी गुणनखंड अभाज्य होते हैं अभाज्य गुणनखंडन 
(यार म्विलगारटणा) कहलाता है। किसी भी गुणनखंडन की अपेक्षा अभाज्य 
गुणनखंडन का अधिक महत्व है। किसी संख्या का ऐसा गुणनखंडन होना आवश्यक 
नहीं है जिसके सभी गुणनखंड भाज्य संख्याएँ हों परन्तु उस संख्या का एक अभाज्य 
गुणनखंडन अवश्य होगा। 6 या 25 जैसी संख्याओं का कोई भी गुणनखंडन ऐसा 
नहीं है जिसमें सभी भाज्य संख्याएँ हों, परन्तु इन संख्याओं के अभाज्य गुणनखंडन 
हो सकते हैं। जैसे 

6:52»3 व 2555» 5 हैं। 

अभाज्य गुणनखंडन का दूसरा महत्वपूर्ण गुण है कि यह अद्वितीय होता है। 
किसी संख्या के ऐसे अनेक गुणनखंडन हो सकते हैं जिसमें एक या अधिक गुणनखंड 
भाज्य संख्याएँ हों जैसा कि हमने संख्या 60 के बारे में देखा। परंतु सभी अभाज्य 
गुणनखंडों वाला गुणनखंडन एक ओर केवल एक ही होता है। हम गुणनखंडन 
2923» 2» 5 और गुणनखंडन 2 / 29८ 3%८5 में कोई अन्तर नहीं करते क्योंकि 
हम जानते हैं कि 29८3 ८ 3 %८ 2, अर्थात्‌ गुणनखंडन में गुणनखंडों के क्रम का 
कोई महत्व नहीं है। इस प्रकार प्रत्येक भाज्य संख्या का एक और केवल एक ही 
अभाज्य गुणनखंड होता है। संख्याओं का यह गुण अभाण्य गुणखंडन गुण अथवा 
अंकयणित का यूलधूत प्रमेब. (नफदेव्याएटाएंवा 02€०शा। णी 40772020) 
कहलाता है। यह गुण इतना मूलभूत क्‍यों है यह आगे चलकर ज्ञात होगा। 


किसी भाज्य संख्या 77 का अभाज्य गुणनखंडन प्राप्त करने की विधि इस 
प्रकार है 


चरण ]; वह सबसे छोटी अभाज्य संख्या # प्राप्त कीजिए जो % को विभाजित 
करंती है और लिखिए 
22% 77 


चरण 2: यदि हा एक अभाज्य संख्या है, तो हमें अभाज्य गुणनंखंडन प्राप्त हो गया 
अन्यथा चरण ॥ की तरह 77 को विभाजित करने वाली संबंसे छोटी 
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अभाज्य संख्या 4 प्राप्त्कीजिए और लिखिए: 
70 ८ थध्‌ ८ ॥, 
अर्थात्‌ 7? & 77 5 [2 * ६ »*( 7 
यह प्रक्रिया तब तक दोहराते रहिए जब तक एक भाज्य गुणनखंड प्राप्त होता रहे। 
सभी गुणनखंड अभाज्य होने पर विधि सम्पन्न हो जाती है। 
उदाहरण 3६: संख्या 420 का अभाज्य गुणनखंडन ज्ञात कीजिए। 


हल; संख्या 420, 2 से विभाज्य है और 2 सबसे छोटी अभाज्य संख्या है। 
अतः 420 ८ 2 » 20 


पुनः - 20 ८ 2 » 05 

अतः 420 ८5 2 >( 2 » 05 

05 अभाज्य संख्या 3 से विभाज्य है और 
[05 5 3 »८ 35 


इस प्रकार 420 +- 2 २६ 2 >< 3 »< 35 

अभी भी 35 एक भाज्य गुणनखंड है। चरण | के अनुसार 3555 »८ 7 
इस प्रकार, 420 5८5 2 * 2 3 ६८ 5 >< 7 

यहाँ सभी गुणनखंड अभाज्य हैं। अत: यही 420 का अभाज्य गुणनखंडन हे। 
उपर्युक्त प्रक्रिया को हम निम्न प्रकार दर्शा सकते हैं; द 





हु 

2 

3 

हट 

7 
420 ८ 2 ५ 2 2: 3 &: 5 ५ 7 420 -2 ५८ 22% 3 ५ 5 ८ 7 
9 ७ छे 
प्रश्नावली 3.3 


. निम्न में से प्रत्येक संख्या के अभाज्य गुणनखंडन ज्ञात कीजिए : 


() 48 (4) 34 (0) 98 (०) 26 
(ए) 525 (ए9) 468 (ए॥) 44] (७७) 540 


7॥ पाशित 


(४) 9000 ७) ॥024... &) 245.. ) 7325 

2. 5 अंकों की सबसे छोटी संख्या लिखिए और उसे अभाज्य संख्याओं के गुणनफल 
के रूप में व्यक्त कोजिए। 
4 अंकों की सबसे बड़ी संख्या लिखिए और उसका अभाज्य गुणनखंडन कीजिए। 
!729 के अभाज्य गुणनखंड ज्ञात कीजिए और उन्हें बढ़ते हुए क्रम में लिखिए 
इनमें दो क्रमागत गुणनखंडों के मध्य संबंध ज्ञात कोजिए। 


3.7 महत्तम समापवर्तक (म.स.) क्‍ 
दो या दो से अधिक संख्याओं का महत्तम समायवर्तक (मिाक्षापटडा 
(णाणाण म#वरटाण) या म.स. (त८४०) वह एक अद्वितीय संख्या है जो 
. सभी संख्याओं का गुणनखंड अर्थात्‌ सर्वनिष्ठ गुणमखंड ((07ष0०7 ?४8००/) 
होती है तथा 
2, सभी सर्वनिष्ठ गुणनखंडों में सबसे बडी होती है। 
उदाहरण के लिए, आइए संख्याओं [2 तथा 6 पर विचार करें । 
!2 के गुणनखंड हैं: ।, 2, 3, 4, 6 व 2 
6 के गुणनखंड हैं ; ।, 2, 4, 8 व 6 
यहाँ सर्वनिष्ठ गुणनखंड हैं: ।, 2 व 4 । इन सबमें 4 सबसे बड़ा गुणनखंड है। 
अर्थात्‌ 4, संख्याओं !2 और 6 का महत्तम समापवर्तक (म. स,) है। 


टिप्पणी: महत्तम स्मापर्वक को महत्तम सर्वनिष्ठ विभाजक(ए8श४/०४६ ०णाएाणा परंड0' 
या 0000) भी कहते हैं। 


दो या अधिक संख्याओं का म.स, ज्ञात करने के लिए सामान्यत: जिन विधियों का 
प्रयोग होता है वे हैं; अधाण्य गुणनखंडन विधि तथा विवत' (०07४८८४) विभाजन 
विधि अब्च हम इन विधियों पर चर्चा करेंगे। 


3.7.] अभाज्य गृुणमखंडन विधि 


यह विधि तीन चरणों में संपन्न होती है : 
चरण ॥|: दी हुई संख्याओं में से प्रत्येक का अभाज्य गुणनखंडन लिखिए 
चरण 2; सभी गुणनखंडनों में से सर्वनिष्ठ अभाज्य गुणनखंड प्राप्त कीजिए। 
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घरण 3: अभीष्ट म.स. प्राप्त करने के लिए सर्वनिष्ठ गुणनखंडों का गुणन कीजिए। 


उदाहरण 4 


: संख्याओं 24 व 40 का म.स. ज्ञात कीजिए। 


हलः चरण 4:24-2 2८ 2 » 2 »८ 3 


चरण 
चरण 
मं. स 
चरण 


चरण 


चरण 


उदाहरण ७ 


हल: चरण 


चरण 


चरण 
उदाहरण & 
हल: चरण 


चरण 


40 
६54 रु 


40 ++ 2 >€ 2 (८ 2 ><८ 5 
सर्वनिष्ठ अभाज्य गुणनखंड हैं: 2, 2 और 2 
मं, सं. ८5 2 >*€ 2 ८ 2 5 8 


प्राप्त करने की इस विधि को हम इस प्रकार भी लिख सकते हैं 


| 


84 


हि 


सभी संख्याओं के अभाज्य गुणनखंड प्रयुकत अभाज्य संख्याओं की. 
घात के रूप में लिखिए। 

सभी गुणनखंडों में आने वाली अभाज्य संख्याएं प्राप्त कीजिए। 
यदि इनमें कोई भी ऐसी अभाज्य संख्या नहीं है, तो म.स. ॥ है। 
यदि कुछ ऐसी अभाज्य संख्या सर्वनिष्ठ हैं, तो प्रत्येक सर्वनिष्ठ 
अभाज्य संख्याएं की वह घात प्राप्त कीजिए जो उन सब गुणनखंडों 
में न्यूनतम है। 


: सभी अभाज्य सर्वनिष्ठ अभाज्य संख्याओं की न्यूनतम घात लेकर 


गुणा करते हैं और म-स. प्राप्त करते हैं। 
[44, 80 व 92 का म. स., ज्ञात कीजिए। 


; [44 + 2 >€ 2 »< 2 ८ 2 & 3 » 3 ८ 27 % 3: 


80 5 2 2 2 & 3 ८ 3 % 5 ८ 22 % 32 % 57 
392 52 2% 2८2 2 2223 ८5 26%८3 


: सर्वनिष्ठ अभाज्य गुणनखंड हें; 2 व 3। यहाँ 2 की न्यूनतम 


घात 2 (80 में) तथा 3 की न्यूनतम घात  (92 में) है। 


मं, स, ल्‍ूू 2£ 2 3 5८5 4 € 3-5 [2 


27 व 80 का म.स, ज्ञात कीजिए। 


$ 27 5 3 $ 3 $८ 3 ब्" 37 


80 ८5 2 & 2 & 22 2 5 ८526 » 5 


: यहाँ कोई भी गुणनखंड सर्वनिष्ठ (उभयनिष्ठ) नहीं है। अतः 


म.स, ८] है। 


उपर्युक्त विधि से म.स. ज्ञात करने के लिए हमें सभी संख्याओं के अभाज्य 


हब. गाँगित 


गुणनखंडन ज्ञात होने चाहिए। जब संख्याएँ. छोटी होती हैं, तो उनका अभाज्य 
गुणनखंडन प्राप्त करने में अधिक कठिनाई नहीं होती। परंतु जब संख्याएँ बडी होती 
हैं और उनके अभाज्य गुणनखंड बड़े होते हैं, तो यह विधि सुविधाजनक नहीं है। 
इस स्थिति में म.स. ज्ञात करने के लिए, हम एक वैकल्पिक विधि “वितत विभाजन 
विधि' का प्रयोग करते हैं। 


3.7.2 वितत विभाजन विधि 
इस विधि द्वारा हम दो संख्याओं. का म.स. निम्न चरणों में प्राप्त करते हें: 
चरण १: बडी संख्या को छोटी संख्या से विभाजित कर शेष प्राप्त कीजिए। 


चरण 2: यदि शेष शून्य है, तो छोटी संख्या म.स. है। यदि शेष शून्य नहीं है, 
तो छोटी संख्या को शेष से विभाजित कर नया शेष प्राप्त कीजिए। 


चरण 3: यदि नया शेष शून्य है, तो पिछला भाजक म.स. है। यदि शेष शून्य 
नहीं है, तो इस शेष से पिछले भाजक को भाग दीजिए! यह प्रक्रिया 


तब तक दोहराते रहिए जब तक शोष शून्य न हो जाए। शेष शून्य होने 
पर अंतिम भाजक म.स. होगा। 


यदि दो से अधिक संख्याएँ हैं, तो पहले हम किन्हीं भी दो संख्याओं का 
म.स. निकालते हैं। फिर शेष संख्याओं में से किसी एक संख्या और पिछले म.स, 
का म.स. निकालते हैं। यह प्रक्रिया तब तक दोहराते हैं जब तक सभी संख्याओं पर 
विचार न हो जाए। अंतिम म.स. ही अभीष्ट म.स. होगा। यह अंतिम म.स. संख्याओं 
के क्रम पर निर्भर नहीं करता। परन्तु यदि हम संख्याओं को बढ़ते क्रम में लें, तो 
कार्य बिधि कुछ सरल हो जाती है। 


उदाहरण 7 $ 24 व 40 का म. स. ज्ञात कीजिए। 


हल; चरण १६; 24 )40 (7 
24 
चरण 2; 6)24 (] 
_0 _ 
चरण 3: 8)6 (2 


6 
(0) 
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इस प्रकार, 24 व 40 का म.स. 8है। 


उदाहरण 8: 444, 80 व 92 का म.स. ज्ञात कौजिए। 
]44)80 (] 
(44 


36 )44 (4 
वन 
| 0. 
इस प्रकार, 44 व 80 का म.स. 36 है। अब हम 36 व 92 का 
म.स. ज्ञात करेंगे। 
36)92 (5 
80_ 
2)36 (3 
ठ्ह 
। () 
अतः 44, 80 वा 92 का म. स. 2 


टिप्पणी: जब दो संख्याओं में कोई भी गुणनखंड उभयनिष्ठ नहीं हो, तो उनका 
म.स. । होता है। इस प्रकार की संख्या असहथधाज्य (2077777८8) कहलाती हैं। 
संख्याओं 9 व 20 में कोई भी गुणनखंड उभयनिष्ठ नहीं है। अतः 9 व 20 
असहभाज्य संख्याएँ है। यदि 9व ६ दो भिन्‍न अभाज्य संख्याएँ हैं तो . व 4 का 
म.स, | है। अर्थात्‌ भिन्‍न 'अभाज्य संख्याएँ असहभाज्य संख्याएँ होती हैं। असहभाज्य 
संख्याओं का अभाज्य होना आवश्यक नहीं है। संख्याएँ 9 व 20 असहभाज्य संख्याएँ 
है, परंतु इनमें से कोई भी अभाज्य संख्या नहीं है। 


प्रश्नावली 3.4 
. अभाज्य गुणनखंड विधि द्वारा निम्न में से प्रत्येक का महत्तम समापवर्तक ज्ञात 
कीजिए : 
(]) 444, 98 (॥) 8, 47 
(॥) 47, 6] (५) 225, 450 


78४ गाँगित॑ 


(0) 3, 39, 273 (शी) 450, 440, 20 

(भा) 20,44,204 (7) 406,59 ,265 

(६). 625, 3!25, 45625 0४) 0], 573, 079 क्‍ 
 वितत विभाजन विधि द्वारा भिम्म संख्याओं का महत्तम समापवर्तक ज्ञात कीजिए! 

(6) 300, 450 (९) 935, 320 

त) बट, 72267.... (५) 624,522 [276 

(0) 252, 576 ५७) 224, 827, 747 


यह ज्ञात है कि 6560 को 27 से बिभाजित कर सकते-हैं। 6560 के निकटतम ._ 


ऐसी दो संख्या ज्ञात कीजिए जो 27 से विभाज्य हा।. 


, दो क्रमागत संख्याओं का महत्तम समापवर्तक क्‍या होगा? 
, वह बड़ी से बड़ी संख्या ज्ञात कौजिए जिससे 245 और 029 को भाग देने 


पर प्रत्येक दशा में शेष 5 बचे। 


, दो टैंकरों में क्रमशः 850 लीटर और 680 लीटर पेट्रोल आता है। मापने वाले 


ऐसे बर्तन की अधिकतम धारिता ज्ञात कीजिए जिससे प्रत्येक टरेंकर का पेट्रोल 
पूरा-पूरा मापा जा सके। 


, बह बड़ी से बड़ी संख्या ज्ञात कीजिए जिससे 398, 436 और 542 को भाग 


देने पर क्रमश: 7, [ और [5 शेष बचे । 
(संकेत: 398--7, 436-4, तथा 542--5 का भ.स, ज्ञात कीजिए।] 


, किप्ती कभरे की लंबाई, चोडाई और ऊँचाई क्रमशः 8 मी 25 सेमी, 6 मी 75 


सेमी और 4मी 50 सेमी हैं। ऐसी बड़ी से बड़ी छडू की लंबाई ज्ञात कीजिए 
जिससे कमरे को तीनों मापों को पूरा-पूरा मापा जा सके। 


» नान कथनों के लिए सत्य (ए) अथवा असत्य (ः) लिखिए; 


() दो भिल अभाज्य संख्याओं का मस, । होता है। 
(॥) दो असहभाज्य संख्याओं का म.स. ; होता है। 


(!) एक सम संख्या व एक विषम संख्या का म.स॒, एक सम संख्या होता है। 
(५)- दो क्रमागत समर संख्याओं का मतस, 2 होता है। 


(५) दो क्रमागत विषम संख्याओं का मस, 2 होता है। 
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3.8 लश्षतग समापचर्त्थ (ल.स.) 


दो या दो से अधिक संख्याओं का लघुतम समापवर्त्य (ल.स, [८८८ (णाप्ताएणा 
॥॥ए[/०,.८४४) वह संख्या है जो () इन सभी संख्याओं का एक गुणज (अपवर्त्य) 
होती है और (॥) सभी सर्वनिष्ठ गुणजों में सबसे छोटी होती है। <दहरणार्थ 8 के 
गुणज हैं; 8, 6, 24, ... और 2 के गुणज हैं; [2, 24, 36, ... । यहाँ सर्वनिष्ठ 
गुणज (समापवर्त्य) हैं: 24, 48, ... हैं। इनमें सबसे छोटी संख्या 24 है। अतः 8 
व्‌ [2 का लघुतम समापवर्त्य 24 है। ध्यान दीजिए कि ल.स. 24 संख्याओं 8 व 
[2 दोनों से बडा है। 

ल.स. ज्ञात करने के लिए सामान्यतः दो विधियों का प्रयोग किया जाता है। 
ये विधियाँ हैं; अभाज्य गुणनखंडन विधि तथा सर्वनिष्ठ गुणनखंड विधि। 


3.8.] अभाज्य गुणनखंडन विधि 


इस विधि में हम प्रत्येक संख्या के अभाज्य गुणनखंडन ज्ञात करते हैं और 
अभाज्य संख्याओं को घात के रूप में लिखते हैं। इसके बाद इन सभी अभाज्य 
संख्याओं की (सभी गुणंनखंडनों में)उपलब्ध अधिकतम घात लेकर गुणा करते हैं। यह 
गुणनफल ही ल.स, होगा । 


उदाहरण 9 ;: ल, स. ज्ञात कीजिए! 
([] 24 वे 40 का (॥) 40), 48व 75 का 
हल: 0७). यहाँ 24 29% 2» 2 % 3 + 2? % 3! 
| तथा 40 ८2 » 232८ 2 ५ 5 ८ 2) * 5! 
यहाँ अभाज्य गुणनखंड हैं; 2, 3 व 5 तथा सभी गुणनखंडनों में इनकी अधिकतम 
घात क्रमशः 3, । व । हैं। 
अतः ल. स, -< 2) ८ 3 ४८ 57 ८ ]2() 
(). यहाँ 40 ८52» 2» 2» 5523 ५ 5! 
48 #2 *< 2 & 2 2 2 ८ 35 2 %८ 3! 
तथा 75 5 39» 5 %८ 5 32% 0७५ 
यहाँ अभाज्य गुणनखंड 2, 3 व 5 हैं तथा इनकी अधिकतम जात क्रमशः 4, 
। व 2 हैं। अतः 
ले. से, 5 26 » 3! % 5ः ८ 200 


॥). गाशन 


3.8.2 सर्वनिष्ठ विभाजन विधि 
इस विधि में हम ल. सं, निम्न प्रकार प्राप्त करते हैं ; 


।, सभी संख्याओं को अलग-अलग परन्तु एक ही पंक्ति में लिखते हैं। 


2, वह छोटी से छोटी अभाज्य संख्या खोजते हैं जो इस पंक्ित में लिखी कम से 


कम एक संख्या को विभाजित करती है । 


3, इस अभाज्य संख्या से विभाजित हो सकने वाली संख्याओं को विभाजित कर 


क्षागफल उन संख्याओं के नीचे बुसरी पंक्ति में लिखते हैं। जो संख्या, इस 


अभाज्य संख्या से विभाजित नहीं होती उन्हें दूसरी पंक्ति में ऐसे ही लिख लेते 


हैं। 


4. अब चरणों 2 व 3 को दूसरी पंक्ति के लिए दोहराते हुए तीसरी पंक्ति प्राप्त 


करते हैं। यह प्रक्रिया तब तक करते जाते हैं जब तक ऐसी पंकित न प्राप्त हो 


जाए जिसमें सभी स्थानों पर ॥ हो। 
5, इस प्रकार प्राप्त सभी अभाज्य भाजकों का गुणनफल ही ल.स, 


हैं। 


पुदाहरण ॥0; संख्याओं 20, 25, 30 व 40 का ल॑. सं. ज्ञात कीजिए। 


हल;ः संख्याएँ हैं; 20, 25, 30 व 40 (घरण 
यहाँ संख्याएँ 20, 30 4 40 संख्या 2 से विभाजित होती हैं (चरण 
220253040 (चरण 
2 0,25,]5,20 (चरण 
25,25,5,0 | (चरण 
4 $25,5,5 (चरण 
5(5,25,5,5 (चरण 
0 के (चरण 
!, 4, [,/ 


से. 5222» 2 3» 5 ५८ 5८: 6500 (चरण 


) 

2) 

2 व 3) 
2 व 3) 
2 व॑ 3) 
2 व 3) 
2 व 3) 
2 ब 3) 


>) 


उदाहरण ॥!; 398, 435, 08, 54 व 22 का लक ज्ञात कीजिए | 


हल; 0 जो 2 98, 55, ॥08, 54, 22 
990, 35, 54, 27, ! 


99, 35, 27, 27, [| 



















!] 


अत 5 ले. सं, 


2. 


2. 
2 
2 
3 
3 


गुूणनखंड और गुणजे ४#े। 


43, 9, 9, ] 
5. 08: क ॥. 
बज 6 के 
[, 4, 4, [| 
], 4, |, | 


ने 2 & 2 2 3 »& 3 % 3 $१८ 5 %]] ८5 5940 


उदाहरण !2: वह छोटी से छोटी संख्या ज्ञात कीजिए जिसे 2, 6, 24 व 36 
से भाग देने पर प्रत्येक दशा में ! शेष बचता है; 


हल : 2, [6, 24 व 36 से पूर्णतया विभाजित होने बाली छोटी से छोटी संख्या 
इन॑ संख्याओं का ल. स. होती है। अतः वांछित संख्या इस ल.स., से 7 अधिक होनी 
चाहिए। ल.स. ज्ञात करने के लिए हम निम्न प्रक्रिया करते हें; 


42, 06, 

0, ४, 
० 
| पर 
3,  |€, 
], . | 


वर. 


ए 


7 


, 


24 30 
2, 6 


हए 


9 
9 
/ 59 
। 
|| 


अल (५3 [32 (5 


रै 


[ै 


इस प्रकार लब्स, 52% 2 * 2 & 2 % 3 % 3८ 44 क्‍ 


अतः अभीष्ट संख्या ।44 + 7-८ 5 है। 


3,9 मं.स. और ल.स. के कुछ गुण 
), किनन्‍्ही दी हुई संख्याओं का म. स. उन संख्याओं में से सबसे छोटी 
संख्या के बराबर अथवा उससे कम होता है। 


2, किन्‍्ही दी हुई संख्याओं का ल. स. उन सं॑ख्याओं में से सबसे बड़ी 
संख्या के बराबर अथवा उससे बड़ा होता है। 


४१ गाते 


34, दो संख्याओं #_व 7 का म. स ध८व 72 के ल.से, का भाजक होता 
है। इसी प्रकाः « व 2 का ल.स. &व 9 के म. सं. का गुणज 
होता है। 


4, थदि दो संख्याओं का म.स. उन दोनों संख्याओं में से किसी एक के 
बराबर होता है, तो उनका ल.स. दूसरी संख्या के बराबर होता है। 


5. दो असहभाज्य संख्याओं का ल.स. उनका गुणनफल होता हैं। 


6. दो संख्याओं 6 और # के ल. से, तथा मं. स. का गुणनफल उन 
सेख्याओं के गुणफल ८» 2 के बराबर होता है। 


गुण 6 एक अत्यंत महत्वपूर्ण गुण है। हम इसे कुछ उदाहरणों से स्पष्ट करेंगे। 
संख्याओं 24 व 40 का म.स. 8 है और उनका ल.स, 20 है। 

इस प्रकार ल.स, »८ म.स. - 20 » 8 + 960 

साथ ही, 24 » 40 ८ 960 

अतः, ल.स, » म.स. > दोनों संख्याओं का गुणनफल 

अब हम एक और उदाहरण लेते हैं। 


संख्याओं 300 व 450 का मे. प्न. 50 है। इन संख्याओं का ल.स, प्राप्त 
करने के लिए, हम देखते हैं कि 30) - 2 ४८ 2 % 3 & 5 ५ 5 5 22 »८ 3 %८ 5१, 
तथा 


450 5 23% ह3 % 3 % 5 ४८ 5८ 2 » 37 ४ 52 
ले, सं, ८४% 3? १८ 5 पट 90) 
अतः ले, से »% में, स,. “900 5% [50 : 35000 
साथ ही, 300 »*< 450 > 35000 
यहाँ भी हमें वही परिणाम प्राप्त होता है। 


इस गुण का महत्व इस तथ्य में है कि यदि हमें दो संख्याओं का मं. स, 
और ल. सं. तथा दोनों संख्याओं में से मात्र एक संख्या ज्ञात है, तो हम दूसरी संख्या 
ज्ञात कर सकते हैं। 


उदाहरण ॥3: दो संख्याओं का मं, से. 5 तथा लें, स, 280 है। यदि एक संख्या 
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35 है, तो दूसरी संख्या ज्ञात कीजिए। 
हल: ले. सर, & भें, सं,  280%:5 5 400 
*, पहली रुख्या & दूसरी संख्या ८ 400 
पहली सख्या 35 है। 
४, 35 2 दूसरी संख्या ८ 400 
अंत; दूसरी संख्या 5७ 400+ 35 # 40 


उदाहरण 4: दो संख्याओं का गुणनफल 3000 है। यदि उनका मं. स. ]0 है, 
तो ल.स. ज्ञात कौजिए। 


हल ; ले. स. »% मे. स, >संख्याओं का गुणनफल 

यहाँ म.स, झ 0 तथा संख्याओं का गुणनफल ८ 3000 है। 
५ १00 »% लगस, ८ 3000 है 

अत; ल.स. ८ 3000 + १0 5 300 


५७ &छ 9 
प्रश्नावली 3.5 
3,.. निन में से प्रत्येक में संख्याओं का लघुतम समापवर्त्य ज्ञात कीजिए : 

() 48, 60 () 8, 77 

()  2, (5, 45 (9) 45, 30, 90 

(ए) 45, 05, 65 (ए।)) 6, 5, 8, 30 

(५#) 80, 384, 44 (५॥॥)240, 420, 660 

(5) 08, !35, 62 (४) [[2, [68, 266 


2. संख्याओं के निम्न युग्मों में दर्शाइश कि महत्तम समापवर्ततक और लघुतम 
समापवर्त्म का गुणनफल इन संख्याओं के गुणनफल के जराबर है ; 


6) 44, 2. ॥) 7|7, 22 (॥) 25, 65 (6ए) 27, 90 
3. यदि दो संख्याओं का लघुतम समापवर्त्य [6 और उनका गुणनफल 64 है, तो 


५.| गांगित 


0. 


॥, 


2. 


उमका महत्तम समापवर्तक ज्ञात कोजिए। 


क्या तीन संख्याओं का गुणनफल सदैव उनके महत्तम समापवर्तक और लघुतम 
समापवर्त्त के शुणनफल के बराबर होता है? 


दो संख्याओं के महत्तम समापवर्ततक और लघुतम समापवर्त्य क्रमशः: 3 और 
989 हैं। यदि उनमें से एक संख्या !7 हो, तो दूसरी संख्या ज्ञात कौजिए। 


कया दो संख्याओं का महत्तम समापदर्तत ।4 और लघुतम समापवर्त्य 204 
हो सकता है? सकारण उत्तर दीजिए। 


एक विद्यालय में छठी कक्षा के दो अनुभाग ($०००णा४) - अनुभाग & और 
अनुभाग 8 हैं। अनुभाग # के विद्यार्थी प्रत्येक 32 दिन के अन्तराल पर पहेली 
प्रतियोगिता आयोजित करते हैं जबकि अनुभाग 8 के विद्यार्थी यह प्रतियोगिता 
36 दिन के अन्तराल पर आयोजित करते हैं। दोनों अनुभाग सत्र के पहले दिन 
प्रतियोगिता आयोजित करते हैं। दिनों की बह कम से कम संख्या ज्ञात कीजिए 
जब दोनों अगली बार एक साथ प्रतियोगिता आयोजित करेंगे। 


एक सड़क के किनारे प्रत्येक 220 मी की दूरी पर टेलीग्राफ के खम्भे स्थित 
हैं और उसी सड़क के किनारे प्रत्येक 300 मी की दूरी पर पत्थरों के ढेर पड़े 
हैं। यदि पत्थरों की पहली ढेरी पहले खम्भे के पाद (000) पर हो, तो उससे 
कितनी न्यूनतम दूरी पर पत्थरों की ढेरी और किसी खम्भे का पाद एक साथ 
आएँगे? ु 


वह छोटी से छोटी संख्या ज्ञात कीजिए जिसे यदि 25, 40 और 60 से भाग 
दें, तो प्रत्येक स्थिति में. 7 शेष बचे। 


प्रात: कालीन सैर के समय तीन व्यक्ति एक साथ चलना प्रारंभ करते हैं। उनके 
कदमों को चलने की दूरियाँ क्रमशः 80 सेमी, 85 सेमी और 90 सेमी हैं। 


: इनमें से प्रत्येक कितनी न्यूनतम दूरी चले कि तीनों उस दूरी को पूर्ण कदमों 


भें तय कर सर्के? 


0000 के निकटतम दो संख्याएँ ज्ञात कीजिए जिन्हें 2, 3, 4, 5, 6 और 
7 में से प्रत्येक से पूर्णया विभाजित किया जा सके। 


00000 के निकटतम एक ऐसी संख्या ज्ञात कीजिए जो 8, 5 और 2 में 
से प्रत्येक से पूर्णया विभाज्य है तथा 00000 से बड़ी है। 


7जनामंछ और गृुणज. ४5 
3. ट्रैफिक की बत्तियाँ तीन अलग-अलग चौराहों पर क्रमशः 48 सेकंड, 72 सेकंड 
एवं [08 सेकंड में बदलती हैं। यदि वे प्रात! 7 बजे एक साथ बदलती हैं: 
तो अगली बार वे कितने समय के बाद साथ-साथ बदलेंगी? 


याद रखने योग्य बातें 





, किसी संख्या का गुणनखंड उस संख्या को पूर्णतया विभाजित करता है। 
, किसी संख्या का गुणन उस संख्या से पूर्णतया विभाजित होता है। 
. प्रत्येक संख्या अपना ही गुणन और गुणनखंड होती है। 


, | प्रत्येक संख्या का शुणनखंड होता है और यह एक ऐसी संख्या है जो न 
तो अभाज्य है और न ही भाज्य। 


8, केवल 2 ही एक सम अभाज्य संख्या है। 


6. किसी संख्या का अभाज्य गुणनखंडन अद्वितीय होता है और इसमें गुणनखंडों 
के क्रम का कोई महत्व नहीं होता। 


7, एक संख्या विभाजित होगी : 
(!) 2 से, यदि इकाई का अंक 0, 2, 4, 6 या 8 हो। 
(0) 3 से, यदि संख्या के अंकों का योग 3 से विभाजित हो। 


(!) 4 से, यदि दहाई और इकाई के अंकों से बनने वाली संख्यां 4 से 
विभाजित हो। 


(ए) 5 से, यदि इकाई का अंक 0 या 5 हो। 
(ए) 9 से, यदि संख्या के अंकों का योग 9 से विभाजित हो। 
(ए) व0 से, यदि इकाई का अंक 0 हो। 


(शी) !। से, यदि (इकाई अंक से प्रारंभ करके) इसके विषम स्थानों पर 
स्थित अंकों का योग और सम स्थानों पर स्थित अंकों के योग का 
अन्तर 0 हो या ॥] से विभाजित हो। 


(शत दो संख्याओं के मस, और ल,स., का गुणनफल उन संख्याओं के 
गुणनफल क्रे बराबर होता है। 


[ 
थे 
3 
हे 


४ गाँगत 


7:22: ) असहभाज्य संख्याओं का उभयनिष्ठ गुणनखंड ॥ होता है। इसलिए दो 
अभाज्य या असहभाज्य संख्याओं का म.स. ॥ होता है। 


(5) दो अभाज्य या असहभाज्य संख्याओं का ल.स, उन संख्याओं का 
गुणनफल होता है। 


अतीत के झरोखे से 


प्राचीन काल में भनुष्य को गिनने का कोई ज्ञान नहीं था परन्तु उसे अपनी 
व्यक्षितगत सम्पत्ति जैसे पशु, पेड-पौधों इत्यादि का विवरण रखना पड़ता था। इसके 
लिए उसे किसी लकड़ी पर लगाए गए कटावदार चिह्दों या किप्ती रस्सी पर बनाई 
गई गाँठों इत्यादि जैसे चिहों पर आश्रित रहना पड़ता था। एक प्रकार से वह अपनी 
वस्तुओं तथा इन चिंहों में एक-एक संगतता (७॥6-०0 -०॥6 0076870766706) 
स्थापित किया करता था जिससे उप्तके पास उनको गिनती का विवरण रहता था। 
क्ृछ समय के बाद इन विवरणों को पहले की अपेक्षा अच्छी प्रकार से रखने की 
आवश्यकता अनुभव की गई और इससे संख्याओं की खोज प्रारंभ हुई। इस प्रकार 
विभिन्न सभ्यताओं ने अपनी-अपनी संख्या पद्धतियों या निकायों (3/5(775) का 
विकास किया जिन्हें संख्यांकन (एएश्ञाशधांणा) कहते हैं। 


मिश्र की संख्यांकन पद्धति को वहाँ की कब्रों और स्मारकों में की गई 
नककाशी में देखा जा सकता है। यह लगभग 5000 वर्ष पुरानी है। इसमें एक 'ऐसी 
दशमलव पद्धति का प्रयोग किया गया है जिसमें [0 की विभिन्‍न घछातों के लिए 
अलग-अलग संकेत प्रयोग किए जाते हैं। 0 को एडी की हडडी जैसे संकेत /+, 
।00 को एक घुमावदार संकेत (5ट०॥)? से व्यक्त किया जाता है इत्यादि। रोमन 
पद्धति में, कई संख्याओं के लिए विशेष संकेतों का प्रयोग किया जाता हैं परंतु उनमें 
स्थानीय मान (9906 ए४।७८) 'की धारणा 'का कोई प्रयोग नहीं होता। । के लिए 
[,5 के लिए ५, !0 के लिए %, 50 के लिए 7,, 00 के लिए (५, 500 के लिए 
9, और 000 के लिए ॥॥ का प्रयोग किया जाता है। किसी बडे संकेत के बाई 
ओर लगा हुआ छोटा संकेत व्यवकलन प्रदर्शित करता है तथा उसके दाईं ओर लगा 
संकेत योग प्रदर्शित करता है। यह प्रणाली भी लोकप्रिय न हो सकी क्‍योंकि यह 
परिकलन करने में अस्ुविधाजनक रही। 


300 ईसा पूर्व (ई.पू.) तक भारतीय गणितज्ञों ने कुछ संख्याक (प््राप्टारथा5) 
खोज लिए थे जिन्हें बृहम संख्याएँ कहते थे। परन्तु इनमें भी स्थानीय मान (4८९ 
०८ए०९/ का प्रयोग नहीं किया गया तथा इनमें शून्य के लिए कोई संख्यांक नहीं 





गूपनशेद जाएं | !' (8 ५३ 


था। शून्य की संकल्पना के उद्गम का श्रेय भारतीयों को जाता है। शून्य क़्ा, 
प्राधीनतम उपयोग ग्वालियर (भारत) में खुदाई से प्राप्त 876 ई. के शिलालेखों 
में मिलता है। इन ,शिलालेखों में 50 तथा 270 दोनों संख्याएँ शून्य का प्रयोग करते 
हुए लिखी गई हें। 


भारतीय गणितज्ञ भास्कर (प्रथम) ने ईसा के लगभग 3500 वर्ष बाद 
(500 ई) स्थानीय मान वाली एक पद्धति का प्रयोग किया जिसमें शून्य के लिए भी 
एक संकेत था। इसमें इकाई का स्थान (पाधांड' [॥98026) बाई ओर था जबकि 
आजकल यह दाईं ओर होता है। इसमें शीघक्ष ही परिवर्तन किया गया और धीरे-धीरे 
यह वर्तमान हिंदू. अरोेबिक संख्याॉकन पद्धति (पकातप 4धांगट छऑशात तक 
पाशाटाधएंणा) के रूप में विकसित हुई जो कि सर्वाधिक वैज्ञानिक तथा पढ़ने 
लिखने में सुविधाजनक है। यही पद्धति अन्तर्राष्ट्रीय रूप में मान्य है एवं प्रयोग में 
लाई जाती है। जैसा कि नाम से स्पष्ट है हिंदू अरेबिक संख्यांकन पद्धति भारत में 
विकसित कौ गई। अरबों ने इसे अपना लिया और इसके संख्यांकों में कुछ संशोधन 
किएं। यूरोपवासियों ने संशोधित रूप में इन संख्यांकों को अरबों से प्राप्त किया। इस 
पद्धति में दस संकेतों 0, , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 और 9 का प्रयोग किया जाता 
है, जिम्हें अंक (धारा) कहते हैं। इन दस संकेतों की सहायता से स्थानीय मान 
के सिद्धान्त का प्रयोग करते हुए, किसी भी संख्या को लिखा जा सकता है चाहे 
वह कितनी भी बड़ी क्‍यों न हो। इस पद्धति की दो महत्वपूर्ण विशेषताएँ हैं जो 
इसे अन्य सभी पद्धतियों से श्रेष्ठ बनाती हैं। सर्वप्रथम इस पद्धति में किसी राशि की 
अनुपस्थिति को व्यक्त करने के लिए शून्य के संकेत को सम्मिलित किया गया चजैसके 
कारण स्थानीय मान के सिद्धांत का प्रयोग संभव हो सका। दूसरे इसमें चारों आधारभूत 
पीक़िओं (72८ध/07७ ) के करने के लिए सरल नियम विकसित हो जाते हैं। क्योंकि 
इस पद्धति में. दस संकेतों .का प्रयोग होता है और किन्हीं भी बड़ी संख्याओं के 
संख्यांक लिखने में दस-दस के समूहों का प्रयोग किया जाता है, इसलिए यह आधार 
- 40 वाली या दशमलव संख्यांकन पद्धति (बंश्लॉंकरार्ता उ॥%/शा ती अक्राशश'वात) 
कहलाती है। क्‍ ' 


ऋणात्मक संख्याओं का प्रयोग बहुत पहले से ही व्यवकल्यों (8प98९7708) 
के कूप में चीन के निवासियों द्वारा किया जाता रहा है जैसा कि रचनां किचाँग 
चुआन शू (ला दाड ७प्रदाा-570) (200 ई.पू,) से पता चलता है। परन्तु चिह्ढों के 
नियम का उल्लेंख 299 ई के पूर्व कहीं नहीं मिलता है। भारत में, ऋणात्मक संख्याओं 
का उल्लेख सर्वप्रथम ब्रहमगुप्त (628 ई) की रचनाओं में मिलता है। यहाँ वे 


७५. गागिार 


ऋणात्मक एवं धनात्मक संख्याओं का प्रयोग व्यवकल्यों के रूप में सामान्य चिह्ों के 
नियम देते हुए करते हैं। इसके बाद महावीर (850 ई.) ने इन संख्याओं तथा चिह्न 
का उल्लेख किया है। इसके बाद इस विषय पर प्राप्त लगभग सभी भारतीय म्रंथों 
में ऋणात्मयक संख्याओं तथा ऋणात्मक चिह्न का उल्लेख मिलता है। 


५०१ (३| ब्र हे! | पर | 

४4478 /7५ , ॥ ॥! बी ५४ 

और 

शेड: पशिध्ि अध्याय ,/ 
फ् हा हे ह कं ह ; शतक हलवा पपरेड 3 + $ अज्कए हा ० जी एापश 4 ६4 हज ४ परेजमम्फाप्य ..... ४३,” 


इस अध्याय में हम आपको अनुपात और समानुपात के विषय में बताएँगे। 
हम आपको ऐकिक विधि का परिचय भी देंगे और देनिक जीवन की समस्याएँ हल 
करने में इस विधि का प्रयोग भी दिखाएँगे। 


४ न हे, है 
ला न ते | ॥ । 


। भ्र | 
+ | 


देनिक जीवन में हमें बहुधा राशियों की तुलना इनकी मात्रा या माप के अनुसार 
करनी पड़ती है। उदाहरण के लिए, माना कि अमित का भार 45 किग्रा और अम्नलम 
का भार 52 किग्रा है। हम कह सकते हैं कि असलम का भार अमित के भार से 
(52-45) किग्रा, अर्थात्‌ 7 किग्रा अधिक है। इसी प्रकार, यदि राम की लम्बाई 50 
सेमी और रहीम की लम्बाई 45 सेमी हो, तो हम कह सकते हैं कि राम की लम्बाई 
रहीम की लाबाई से (50-745) सेमी, अर्थात्‌ 5 सेमी अधिक है। इस प्रकार हम 
देखते हैं क्रि दो राशियों की तुलना की एक विधि है इनके बीच अन्तर निकालना। 
शशियों की तुलना एक ओर विधि से भी की जाती है। 

मान लीजिए कि गेहूँ की एक बोरी का भार ॥00 किग्रा तथा उर्वरक (खाद) 
की एक बोरी का भार 40 किग्रा है। एक तो हम कह सकते हैं कि गेहूँ की बोरी 
का भार खाद की बोरी के भार से (00-40) किग्रा, अर्थात्‌ 60 किग्रा अधिक है। 
दूसरे हम यह भी कह सकते हैं कि गेहूँ को बोरी का भार, खाद की बोरी के भार 


का (00 + 40), अर्थात्‌ गुना है। इस प्रकार हमने तुलना कौ एक दूसरी विधि 


देखो जिसे विभाजन द्वारा हुलना (८०#76/780॥ 29 ध्रएं॥707) करता कहते हैं। 
यदि एक नगर की जनसंख्या 2000000 हो और इस नगर के एक मोहल्ले की 
जनसंख्या 25000 हो, तो हम कहेंगे कि नगर की जनसंख्या मोहल्ले की जमसंख्या 


3/॥. जा 


20000) 
हलक थति 80 गुना है! 
५५ 25000 बा ५ है 


जब हम एक ही प्रकार की दो राशियों की तुलना [मात्रा के अनुप्ता! ' 


विभाजन द्वाशा करते हैं, तो हम कहते 'हैं कि हमने इन कप दो राशियों का अगफ्ा 
(7०//0) बनाया है। इस प्रकार हम कह सकते हैं कि गेहूँ को बोरी के भार का 


खाद की बोर के भार से अनुपात ॥00+40 या [7 है। बहुधा अनुपात को व्यव 


करने के लिए संकेत (प्रतीक) '+' का प्रयोग किया जाता है। अत; ऊपर के अनुपात 
को ॥00: 40 लिखेंगे (और १00 अनुपात 40 पढ़ेंगे)। इसी प्रकार, नगर को जनर्स॑स्या 
का मोहल्ले की जनसंख्या से अनुपात 2000000 : 25000 है। पहले उदाहरण के अनुपात 
[00 : 40 में संख्या 00 को अनुपात का पहला पद (#८7#) और 40 को अनुणह 
का दूसरा गदर कहेंगे। इसी प्रकार, दूसरे उदाहरण के अनुपात 2000000 : 25000 मै 
2000000 अमृपात का पहला पद् और 25000 अनुपात का दूसरा पद है। 


यदि भाज्य तथा भाजक को एक ही शुन्येतर (॥0-220) संख्या से गुणा या 
भाग करें, तो भागफल बदलता नहीं है। अत: एक ही अनुपात को कई प्रकार से 
लिखा जा सकता है। उदाहरणतः |(0:40 को !0:4 या 5:2 या 25: 50 आदि 
लिखा जा सकता है। ध्यान दीजिए कि 5:2 के दोनों पदों में । के अतिरिक्त कोई 
अन्य उभवनिष्ठ गुण॑न्खंड (20॥॥स्‍0॥ 9007) नहीं है। अनुपात के ऐसे रूप को इसका 
सरलवम रूप (४॥/८४४ [4/४॥४) कहते हैं। अनुपात जब अपने सरक्षतम रूप में हो 
तब हम यह भी कहते हैं कि अनुपात अपने न्यूबतम परढों (/0#८8/ ८776) में है। 
प्राय; अनुपात को उसके सरलतम रूप अथवा न्यूनतम पदों में व्यक्त किया जाता है। 
इस प्रकार गेहूँ की बोरी के भार का खाद की बोरी के भार से अनुपात को 5; 


०8 ८“ 


3 “_._«« ६... आज, कि गन पर 


2 लिखा जाएगा। मगर की जनसंख्या के मोहल्ले की जनसंख्या के अनुपात को 80 : 


0 . । 
:। (805८ ०४, लिखा जाएगा। इसी प्रकार, यदि किसी ट्रैक्टर का मूल्य बेलों को 


किसी जोड़ी के मूल्य का 30 गुना हो, तो हम कहेंगे कि ट्रैक्टर के मूल्य का बैलें 
की जोड़ी के मूल्य से अनुपात 30:4 है। 


जिन दो राशियों में तुलगा की जा रही हो, वे यदि एक. प्रकार की न हों 
या (लम्बाई“आयतन/मुद्रा आदि के) उसी मात्रक में न हों, तो इनकी तुलना का कोई 
अर्थ नहीं। जैसे कि हम १2 लड़कों की तुलना 8 गायों से, अथवा 20 ली की तुलना 
5 खिलानों से, या 5 मी की तुलना 35 सेमी से नहीं करेंगे। अतः (उसी प्रकार कौ) 


रत । श१4, [47 आ आज और 


दो राशियों की तुलना करने के लिए इन्हें एक ही मात्रक में व्यक्त करना आवश्यक 
है। 
रिप्पणी $१. यह तो ठीक है कि हम 32 लड॒कों और 8 गायों की तुलना नहीं 
करते, किन्तु हम लड॒कों की संख्या (2) की तुलना गायों की संख्या (8) से 
कर सकते हैं । इसी प्रकार, हम लीटसें की संख्या' (20) की तुलना खिलौनों की 
संख्या (5) से कर सकते हैं, आदि-आदि। इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि लड़कों 
की संख्या का गायों की संख्या से अनुपात 2:8 है। इसी प्रकार, लीटरों की 
संख्या का खिलौनों की संख्या से अनुपात 20 :5 है, आदि-आदि।! 
2. इस बात पर ध्यान दीजिए कि अनुपात में पदों का क्रम महत्वपूर्ण होता है। अनुपात 
5:2, अनुपात 2;:5 से भिन्‍न है। 
आइए, अब उदाहरणों की सहायता से इन बातों को ठीक से समझा जाए। 
उदाहरण 4; निम्नलिखित वाक्य को अनुपात में व्यकत कीजिए: 
चाय बनाने में तीव कप पानी के लिए एक कप दूध की आवश्यकता 
होती है। 
हल ; चाय में पानी को मात्रा 3 कप और दूध की मात्रा ॥ कप है। अतः 
पानी और दूध 3:4 के अनुपात में हैं। 
या दूध और पानी :3 के अनुपात में हैं। 
उदाहरण 2: मिम्नलिखित अनुपात को दैनिक व्यवहार की भाषा में व्यक्त कीजिए: 
पानी बनाने के लिए ऑक्सीजन और हाइड्रोजन के आयतनों ॥:2 के अनुपात 
में प्रिलाघा जाता है। 


हल: पानी बनाने के लिए ऑक्सीजन के एक भाग आंयतन को हाइड्रोजन के दो 
भाग आयतन में मिलाया जाता है। 


उदाहरण 3$ 25 का 40 से अनुपात ज्ञात कीजिए। 


हल; स्पष्टतः इच्छित अनुपात 25:40 है। हाँ, अब यदि सम्भव हुआ तो हम इस 
अनुपात को सरलतम रूप या न्यूनतम पदों में व्यक्त करेंगी] इसके लिए यह देखेंगे 
कि 25 और 40 में कोई उभयथनिष्ठ गुणनखंड है या नहीं। यदि हुआ तो अनुपात 
के दोनों पदों को इस उभयनिष्ठ शुणनखंड से ,भाग देंगें। क्योंकि 25 और 40 
में 5 एक उभयनिष्ठ गुणनखंड है, अत; अनुपात 25:40 बराबर है 


की आल 
40 40+5 8 के! 


अब क्‍योंकि 5 और 8 में के अतिरिक्त कोई उभयनिष्ठ गुणनखंड *# 
है, अतः अनुपात 5: 8 दिए हुए अनुपात का सरलतम रूप है। 


.१६४४ 5: 65 किमी का 9 किमी से अनुपात निकालिए। 


;5५. दी गई राशियाँ एक हो मात्रक (किमी) में हैं। अतः इच्छित अनुपात 65:9! 
है। 


यहाँ 65 और 9१ में एक उभयनिष्ठ ,गुणनखंड १3 है। अतः बौँछित अनुपा 


05 065+[3 3 €६, 
0७ :9 # हू 5 जद्याव _ जत 5: 7 





अब 5 और 7 में । के अतिरिक्त कोई और उभयनिष्ठ गुणनखंड नहीं है। 
अत; अनुपात का सरलतम रूप 5;7 हे। क्‍ 


, पइ7ए ५५ 250 ग्राम का ॥0 किग्रा से अनुपात ज्ञात कीजिए। 


हुई राशियाँ अलग-अलग मातन्नकों में हैं। अतः हम ॥0 किग्रा, को प्रा 
(ग्रॉं) में बदल लेते हैँ। इस प्रकार 


॥0 किग्रा 5३0 *<000 ग्रा 5 १0000 ग्रा 


5() 
अत: वबॉछित अनुपात हुआ 
नुपात्त हुआ 250) ' 0000) 0 
कि 3 गयनिष्ठ ॥॒ भै 
पद 5 उ% गनख्र 
श्र ([ क्‍ यनिष्ठ गृ लक १0 
भाश, देकर) 
ल्‍ (उभांयनिष्ठ गृुणनखंड 25 से 


दि "गा देकर ) बी 
बन | : 40) 


बगगी तक: आग जोक है जी, 4० जे 


०0 ,»0] ७: ?0 सेमी का 4.5 मी से अनुपात निकालिए। 
, अब ॥.8 मी 5 .5 » 00 सेमी 
-+ 50 सेमी 

अतः बॉछित अनुपातं हुआ 90: 50 

*9:]5 (उभवनिष्ठ गुणनखंड 0 से भाग देकर) 

८53:5 ([उभयनिष्ठ गुणनखंड 3 से भाग देकर) 
, »7 -« हम तब तक अनुपात को सरल करते चले जाते हैं जब तक इसके पदों 
'में' । के 'अतिरिकत कोई अन्य उभयनिष्ठ गुणनखंड शेष न रहे। दूसरे शब्दों में, 
अनुपात को इसके न्यूनतम पदों में व्यक्त करने के लिए हमें इसके दोनों पदों को 


इनके महत्तम समापवर्तक से भाग देना पड़ता है। ऊपर के उदाहरण में (90 और 
१50 का) महत्तम समापवर्तक 30 है। अतः बाँछित अनुपात है; 


000) + 3() 655 
"ाण-777-- न्‍+ :+ या 3:5 
।50+30.. 9। 


हा , किसी पाठशाला में बालकों और बालिकाओं की संख्याएँ क्रमशः 480 
और 576 हैं। बालकों की संख्या का बालिकाओं की संख्या से अनुपात सरलतम रूप 
में ज्ञात कीजिए! द 
द 480 
>70 
अब 480 और 576 का महत्तम समापवर्तक 96 है। 
अतः वाँछित अनुपात का सरलतंम रूप है; 


वॉछित अनुपात है 480 : 576 


48(])+ 96 5 
5 सी 
आह 8 


भवनों को मापने वाले एक स्टील के फीते की लम्बाई तथा चौड़ाई 


कु 0 मी और 2.4 सेमी  हैं। फीते की लम्बाई का इसकी चौड़ाई से कया अनुपात 
> 





७ पा ह न 
१ | *। 0 ४] « ५ 
््र | । 9, "है 
$ 


फीते की लम्बाई का चौड़ाई से अनुपात >-2- 70% सेमी (सेमी ७00 सेमी) 


2.4 सेमी 


() [250 
पा (महत्तम समापवर्तक 8 पे 


। भाग देकर) 

इस प्रकार, वौँछित अनुपात 250:3 है। क्‍ 

उदहरण 9१; एक कार्यालय प्रातः नो बजे खुलकर साय॑ साढ़े पाँच बजे बन्द हो 
जाता है। बीच में 30 मिनंट भोजन का अवकाश होता है। भोजनावकाश का कार्यालय 
खुले रहने के कुल समय से क्‍या अनुपात है? 

हल; भोजनावकाश 5 30 मिनट 

क्योंकि सादे पाँच बजे साय को हम ॥7:30 घंटे लिख सकते हैं, अत; 
कार्यलिय खुले रहने का कुल समय -. (7:30-9: 00) घंटे 

8 घंटे 30 मिनट 

(8 »% 60 + -30) मिनट 

5]0 मिनट 


() । 
गत; वाँछित अनुपात 5 30: 50 - "्रया।]:7 
अत; वॉछित अनुपाः पा 
टिप्पणी: ऊपर के उदाहरणों से यह स्पष्ट हो जाता है कि अनुपात का अपना 


कोई मात्रक नहीं होता। 


| 


॥ 


|] 


|| 


छे 0 


प्रश्नावली 4.,॥ 


., निम्नलिखित वाक्यों को अनुपातों का प्रयोग करते हुए लिखिए 
७) एक पाठशाला में चार कक्षाओं को पढ़ाने का कार्य छ; अध्यापिकाओं 
की दिया गया है। 
४). एक आयत की लम्धाई उसकी चौड़ाई से दुगुनी हैं। 
00) एक कक्षा में, बोड की परीक्षाओं की योग्यता-सूची (707 ॥9) में 
ट लड़कियों की संख्या लड़कों की संख्या की दुशुनी है 
(४). गणित के एक टेस्ट (०७४) में पास्त होने वाले विद्यार्थियों की 


संख्या उस टेस्ट में बेठने वाले विद्यार्थियों की कुछ पंख्या की 
दो तिहाई हैं। 


अनुपात, समानुपात और शक्तिक विधि ०६ 


मिम्नलिखित अनुपातों को दैनिक जीवन की भाषा में व्यकत कीजिए: 
0) भारत में गाँवों और नगरों की संख्याओं का अनुपात लगभग 
20)00 : | है। 


() . एक परीक्षा में पास होने वाले विद्यार्थियों की संख्या का परीक्षा में 
बेठने वाले कुल विद्यार्थियों की संख्या से अनुपात 4:5 : है। 

(॥).. एक फैक्टरी में बनने वाली खराब पेंसिलों की संख्या का अच्छी 

:...पेंसिलों की संख्या से अनुपात |:9 है। 

0५) एक अम्ल (४00) को तनु (हल्का) करने के लिए विद्यार्थियों से कहा 
गया कि अम्ल और यानी को 2:5 के अनुपात में मिश्रित करें। 

निम्नलिखित अनुपात ज्ञात कीजिए; । 

() 200 का 75 से (0) 48 मीटर का 36 मीटर से 

(89) 2। घंटों का 35 घंटों से (५) 72 का 258 से 


. अनुपात ज्ञात कीजिए: 


0) 25 सेमी का ॥0 भी से () 200 मिली का 5 ली से 
(8) 35 मिनट का 45 सेकंड से. (५) 90 पैसे का 3 रु से 


(९) १ घंटे का १5 सेकंड से (७) 8 किग्रा का 400 ग्रा से 


(५) एक दर्ज] का एक कोरी | ५:७७) से 

(शा) 38.00 रु का 9.50 रु से 

(४) 300 मी का 5 किमी से (५) 2 घंटे का 30 मिनट से 

एक वर्ष में सोनिया ने 460000 रु कमाए और १2000 रु आयकर के रूप 
में दिए। अनुपात ज्ञात कीजिए ; 

() सोनिया की आय का आयकर से ' 

(/) आयकर का सोनिया की आय से 

सुब्रमण्यम एक प्रवक्ता है और उसकी मासिक आय ॥4000 रु है। उसकी 


पत्नी डेजी डॉक्टर के रूप में कार्यरत है और वह प्रति माह 8000 रु कमाती 
है। अनुपात ज्ञात कीजिए! 


ज्ण्य 


.() सब्रमण्यय की आय का दोनों की कुल आय से 


(॥) डेजी की आय का दोनों की कुल आय से 


. मारगेट एक कारखाने में कार्य करती है तथा उसकी मासिक आय 9550 र 


है। चढ़ प्रति माह अपनी आय में से 850 रु बचाती है। अनुपात ज्ञात 


 'कौजिए 


($) उसकी बचत का उप्तकी आय से 
(४) उसकी आय का उसके व्यय से रु हर 
) उसकी बचत की उसके व्यय से ((ए/ | ४ 


एक बंहुशष्ट्रीय कम्पनी में 44 व्यक्ति काम करते हैं। इनमें से 56 पुरुष और 


शेष महिलाएँ हैं। अनुपात ज्ञात कौजिए 


) पुंछ्यों की संख्या का भहिलाओं की संख्या से 
(४) पुरुषों की संख्या का कुल कार्यरत व्यक्तियों की संख्या से 
(पं) महिलाओं की संख्या का कुल कार्यस्‍्त व्यक्तियों की संख्या से 


कागज के एक आयताकार पन्ने की लप्बाई ।१.2 मी और उसकी चौडाई 42 
सेमी है। कागज की चोडाई का इसकी लम्बाई से अनुपात ज्ञात कीजिए! 


एक प्राठशाला में कुल मिलाकर १800 विद्यार्थी पढ़ते हैं। इनमें, से 850 लड॒के 
और शेष लड़कियाँ हैं। अनुपात ज्ञात कीजिए:' 


() लड़कों की संख्या का विद्यार्थियों की कुल संख्या से 
(४) लड़कियों की संख्या का चिद्यार्थियों की कूल संख्या से 
(॥) लड़कियों की संख्या का लड़कों की संख्या से. 
एक बेलगाड़ी 3 घंटे में! 24 किमी चलती है और एक रेलगाडी 2 छूटे में 
20 किमी, चलती है।। इनको चालों का अनुपात ज्ञात कीजिए। द 
. तय की गाई दूरी | हा 
- लगने बाला समग्र, ४ ,..« 


। [ हु ॥। 


के | संकेत + चाल ८ 


दिल्‍ली से मुम्बई ओर दिल्‍ली से कोलकाता की उड़ानों में क्रमश) ।-- और 


2 भंट लगते हैं। यदि दिल्‍ली से मुत्चनई की हवाई-दूरी १225 किमी और दिल्ली 


से कोलकाता की हवाई-दुरी 300 किमी हो, तो दोनों उड़ानों की चालों में 
अनुपात ज्ञात क्रीजिए। 


कक जद थ उआकोओ 


33, भारत में दो भिन्‍न वर्षो में जिन गाँवों में बिजली पहुँचाई गई उनकी संख्या 
3000 और 350000 है। इन दो वर्षों में जिन गाँवों का विद्युतीकरण हुआ 
उनकी संख्याओं में अनुपात ज्ञात कौजिए : 

4.. एक पाठशाला के कुल 2850 विद्यार्थियों में से 850 पिकनिक पर गएंँ। 
पिकनिक पर जाने वाले विद्यार्थियों की संख्या का अनुपात ज्ञात कीजिए 
() पाठशाला के विद्यार्थियों की कुल संख्या से 
(॥) उन विद्यार्थियों की संख्या से जो पिकनिक पर हीं गए 

5,_ 00 सदस्यों वाले एक क्लब में, 20 सदस्य केरम खेलते हैं, 24 टेबल-टैनिस 
तथा ॥6 सदस्य बेडमिंटन खेलते हैं। शेष सदस्य कुछ नहीं खेलते। कोई संदस्य 
एक से अधिक खेल नहीं खेलता। अनुपात ज्ञात कीजिए 


() केरम खेलने वाले सदस्यों की संख्या का टेबल-टैनिस खेलने वाले सदस्यों 
की संख्या से 


(॥) बेडमिंटन खेलने थघालों की संख्या का कैरम खेलने बालों की संख्या से 
(॥) टेबल-टैनिस खेलने वालों की संख्या का बैडमिंटन खेलने वालों की 


संख्या से 
(५) बैडमिटन खेलने बालों की संख्या का कुछ भी म खेलने वालों की संख्या 
से 
(५) कुछ-न-कुछ खेलने वालों की संख्या का कुछ भी न खेलने वालों को 
संख्या से. 
$,+ रीता 


मान लीजिए कि किसी कपड़े का मूल्य 760 रु प्रति मीटर है। यदि हम ऐसा 
5 भीटर कपड़ा खरीदते हैं, तो हमें 800 रु देने होंगे। किन्तु यदि हम 8 मीटर कपड़ा 
खरीदें, तो हमें 7280 रु देंने होंगे अब कपड़े की इन दो भात्राओं में अनुपात 
5 मी: 8 मी अर्थात्‌ 5:8 है। साथ ही, इनके मूल्यों में अनुपात 800 : 280 
रु अर्थात्‌ 800: 280 है। ' संरलतम रूप में, मूल्यों का अनुपात 5:8 है। इस॑ प्रकार, 
हम देखते हें, 
कंपडे की मात्राओं में अनुपात #5:8 - मूल्यों में अनुपात, अर्थात्‌ 
5:8-800: !280 है। ््ि 


0४ शॉणिति 


एक और उदाहरण लेते हैं। यदि दूध ॥6 रु प्रति लीटर हो, तो 20 लौट 
दूध का मूल्य 320 रु और 35 लीटर दूंध का मूल्य 560 रु होगा। अब दूध को 
इन दो मात्राओं में अनुपात है; 
20 ली ; 35 ली या 20:35 था 4:7 (सरलतम रूप में] 
और दुध के मूल्यों में अनुपात : 320 रु ; 560 रू था 320 ; 560 या 4:7 (सरलतम 
रूप में) है। 
इस प्रकार यहाँ भी 

20 : 35 320 : 560 !स्ात्राओं में अनुपात & सुल्यों में अमुपात) 
ऊपर के दोनों उदाहरणों में हमने देखा कि पहली दो संख्याओं में जो अनुपात था 
वही तीसरी और चौथी में भी था। | 


दो अनुपातों की ऐसी समता (८ट॥ध[।॥9) की समानुपात ([707907700) 
कहते हैं। द 


हम यह भी कहते हैं कि ये चार संख्याएँ समानुपात में हैं या समानुप्रातिक हें। 
इस प्रकार, पहले उदाहरण में संख्या 5, 8, 800 और १280 समानुपात में थीं। दूसरे 
उदाहरण में 20, 35, 320 और 560 समानुषत में थीं। 

अब एक तीसरा उदाहरण लेते हैं। 40 किमी प्रति घंटे की चाल से चलती 
हुई एक रेलगाड़ी 200 किमी की दूरी 5 घंटे में तय करेगी, जबकि 50 'क्िभी प्रति 
घंटे की चाल से चलती हुई एक दूसरी रेलगाड़ी इसी दूरी को 4 छोटे में तय करेगी। 
हम देखते हैं कि .चालों में अनुपात 40:50 है, अर्थात्‌ 4:5 है, जबकि उसी दूरी को 
तय करने में लगने वाले समय का अनुपात 5:4 है। स्पष्ट है कि 4:5 :ऋ5:4 
अर्थात्‌ अनुपाव 40:50 और 5; 4 बराबर नहीं हैं। ऐसी स्थिति में हम कहते हैं कि 
संख्याएँ 40, 50, 5 और 4 समानुपात में नहीं हैं। 

.. इस प्रकार, चार संख्याएँ तब समानुपात में कहलाती हैं जब पहली 
संध्या का दूसरी से अनुपात वही हो जो तीसरी संख्या का चौथी से है! 
दी अनुपातों में समता के लिए प्रायः संकेत " :' का प्रयोग किया जाता है। इस प्रकार, 
पहले दो उदाहरणों में हम लिख सकते हैं : 

5:8::800 : [280 
20:35 : : 320 : 560 
किन्तु तीसरे उदाहरण के लिए हम 4:50 ::5:4 नहीं लिखे सकते। ' 


अनुपात, सधानपात थोर शकिक लिांय !! 


इस बात पर ध्यान दीजिए कि ऊपर के उदाहरणों में आने वाली संख्याएँ 
क्रमानुसार पद भी कहलाती हैं। पहले और चौथे पद को पिरों के पद तथा दूसरे 
और तीसरे पदों को मध्य के पद कहते हैँ। 5:8:: 800: |280 के सन्दर्भ में हम 
देखते हैं कि 


3 »% .20() ८ ७ »६ 80) 
अर्थात्‌ सिरों के पदों का गुणनफल < मध्य के पदों का गुणनफल। 
साथ ही, 20: 35 :: 320: 560 के लिए भी 

20) % 30) ८ 3० » 320) 
अर्थात्‌ सिरों के पदों का गुणनफल > मध्य के पदों का गुणनफल, जबकि 40; 50 
# 5:4 के लिए हम देखते हैं कि 
40)» 4 # 50 ४ 5 

अर्थात्‌ सिरों के पदों का गुणनफल # भध्य के पदों का गुणनफल। 


हमने देखा कि यदि चार संख्याएँ समानुपात में हों, तो उनके सिरों के पदों 
का गुणनफल उनके मध्य के पदों के गुणनफल के बराबर होता है, जबकि यदि चार 
संख्याएँ समानुपात में मे हों, तो उनके सिर्ें के पदों का शुणनफल इनके सध्य के 
पदों के गुणमफल के बराबर नहीं होता। यह एक महत्वपूर्ण गुण है और हमें 'यह 
निश्चित करने में सहायक होता है कि दी हुई चार संख्याएँ समानुपात में हैं या नहीं 


अब ऊपर बताए गए तथ्यों को उदाहरणों द्वारा समझाया जाएगा। 
“7 ९भी 40: काया 40, 30, 60, 45 समानुपात में हें? 
:४।. 'सिरों के पदों का गुणनफल » 40 » 45 ८ 800 

मध्य के पर्दों का गुणनफल ८ 30% 60 5 800 


क्योंकि सिरों के पदों का गुणनफल # मध्य के पदों का 'गुणनफल है, अतः 40, 30 
60, 45 समानुपात में हैं। मा 


दाप !3: निश्चित कीजिए कि निम्नलिखित अनुपात समानुपात देते हैं या नहीं 
() 25 ग्रा ; 200 ग्रा और 6 किग्रा ; 48 किग्रा 
() 500 मिली ; 200 मिली और १50 रु ; 60 
(॥) 440 भी ; 2 किमी और 55 सेमी : 3 मी पिन आ 


ग्रा 0प्रा रे ४ | १0 
(0) 25 ग्रा ; 200 ग्रा # 5066 मम । 


+]:0 


|| 


6 [| 

किग्रा ; किग्रा +++> < -+ 

और 6 किग्रा ; 48 किग्रा टर च्पू 

अतः अनुपातों 25 ग्रा ; 200 ग्रा और 6 किग्रा ; 48 किग्रा से एक समानुपात प्राप्त 
होता है। 


00 5 
(॥) 500 मिली : 200 मिली दल जब हब 
50 
और 50 रु ; 60 रु >> 55 ;:2 


60 
अतः अनुपातों 500 मिली : 200 मिली और 50 रू ; 60 रु से एक समानुपात प्राप्त 


होता हैं। 
(॥) 440 भी : 2 किमी 


440 मी ; 2 %000 मी 


440. !] 
+ 766 7 507 ४४ 
और 55 सेमी :3मी ८555 सेपी :3% |00 सेमी 
न + 77८ ]] : 60 
300. 60 


क्योंकि 7] ६ 50 ऋ# १] ; 60 है, अत; अनुपात 440 मी : 2 किमी और 55 सेमी 
;। 3 मी समानृपरात नहीं बनाते। 


“४०7 ॥ 2: खाने (005) में एक उपर्यकत संख्या लिखिए जिससे “कि मिम्नलिखित 
चारों संख्याएँ समानुपात में हो जाएँ; 


१2, 2), 8, [_] 
5४7; हम जानते हैं कि ॥ 
मध्य पदों का गुणनफल 5 2!:८8 5 68 


अब समानुपात के लिए, प्िरों के पदों का गुणनफल क्‍ भी 68 होना चाहिए। अत 
हमें खाने में भरने के लिए ऐसी संख्या चाहिए जिसका ॥2 से गुणनफल ॥68 हों। 


इस गुणन तथ्य के संगत भाग तथ्य का प्रयोग करने पर वॉछित संख्या पा 
प्राप्त होती है। अत; खाने के लिए उपयुक्त संख्या ॥4 है। 
हे निम्नलिखित संख्याओं में खाने को इस प्रंकार भरिए' कि एक्र 
समानुपात बने! 
02, [[ ], ॥4, 2! 
सिरों के पदों का गुणनफल < 2» 2] ८ 252 


अतः समानुपात के लिए मध्य पदों का गुणनफल भी 252 होना चाहिए। अत; हमें 
ऐसी संख्या निकालनी है जिसे ॥4 से गुणा करने पर 252 प्राप्त हो। इस गुणन तथ्य 


242 . 
के संगत भाग तथ्य का प्रयोग करने पर, हमें संख्या न को ।४ प्राप्त होती है। अत 


खाने के लिए उपयुक्‍त संख्या ॥8 है। 
ऊपर के दो उदाहरणों से यह स्पष्ट हो जाता है कि यदि किसी समानुपातें 


को चार पदों में से तीन पद दिए हुए हों, तो सिरों के पर्यो (अथवा मध्य 


पदों) के गृगनफल को शेष पद से भाग देकर हम चौथा पद ज्ञात कर 
सकते हैं। 


ब्रं 

। गे | व 

> 4 ] 
५ 


उस समानुपात का तीसरा पद ज्ञात कोजिए जिसका पहला, दूसरा 
और चोथा पद्‌ क्रमशः 24, 8 और 5 है। 


सिरों के पर्दों का गुणनफल -“2-+ » 5 
शेष पद ८5४ 
24 2 5 
8 
इस प्रकार समानुपात का तोौसरा पद ॥5 हुआ। 





अत; वॉछित तीसरा पद <' - [5 


क्या संख्याएँ 24, 45, 8, 30 समानुपात में हैं? 


सिरों के पदों का गुणनफल «24 * 30 5720 . 
मध्य पदों का गुणफल >45 ३» 8 58॥0 
स्पष्ट है कि 720%8॥0... . . 


! हु [.' के हु ५ ऑ। पे ;. ६, गि 
ह] | ढ़ ध 


(2 शणित 


अतः दी हुई संख्याएँ समानुपात में नहीं हें। 
उदाहरण १6: खाने को इस प्रकार भरिए कि निम्नलिखित कथन सत्य हे 
जाएँ; द 

() 60 किमी ; 250 किमी 5 [777] 50 घंटे 

(/) 45 लड़कियाँ ; 60 लड़कियाँ 5 48 लड॒कोे ; [7 


6 
(() 60 किप्ती ; 250 किप्ती # 7 25 


स्पष्टतः खाने की राशि घंटों में होगी और छंटों की संख्या उस समानुपत 
का तीसरा पद होगी जिसका पहला, दूसरा और चौथा पद क्रमशः 6, 25, औ 
50 है। 
62८50 


इस प्रकार खाने की राशि ---- कं घंटे 5 [2 घंटे 


संडॉकिओ: था लॉक ॥क 5. 

(]) 45 लड़कियाँ; 60 लड़ न 5. 53:4 
स्पष्टत: खाने की राशि कुछ लड॒के हैं और इन लड़कों की संख्या उस समानुपात 
का चौथा पद हैं जिसके पहले तीम पद क्रमशः 3, 4 और 48 हैं। 


इस प्रकार खाने में बॉँछित राशि « से लड़के अर्थात्‌ 64 लड॒के। 


उदाहरण 7: क्‍या संख्याएँ 3, 9, 9, 27 समानुपात में हैं? 
हल: पसिरों के पदों का गुणनफल ८३ ४» 27 + 8] 

मध्य पर्दों का गुणनफल ८9% १०४८ ३[ 

क्योंकि 8) + 8] है, अतः संख्याएँ 3, 9, 9, 27 समानुपात में हैं। 
टिप्पणियाँ ; ॥, इस समानुपात में 9 दूसरे और तीसरे पद में, अ थात्‌ दो बार आ 


रहा है। ऐसी स्थिति में हम कहते हैं कि 3, 9, 27 वित्त समानुपात (000//77८वथे 
|709907707॥) में या केवल समाजुपात में हैं। 


2, कभी-कभी ऊपर की स्थिति में हम यह भी कह सकते हैं कि तीनों संख्याएँ 
3:9:27 के अनुपात में हैं। 


पतृषात, समरानुपात आर ताकिक विधि ॥७३ 


उदाहरण 8: कया संख्याएँ 6, 8, 4 समानुपात में हैं? 

हल; ॥१6, 8, 4 के समानपात में होने के लिए आवश्यक होगा कि 
[0:8-8:4 ए। 

अब |6 % 45 64, 8 »८ 8 ८ 64 

अत्त; 6, 8, 4 समानुपात में हैं। 





#कनाजली 4.2 
।, ज्ञात कीजिए कि क्या निम्नलिखित समानुपात में हैं: 
() 2, 3, 4, 5 (॥) 4, 6, 8, ॥0 (॥) 4, 6, 8, 2 
(९) 20, 45, 70, 95... (५) 5, 45, 75, 725:.... (शं) 33, 44, 75, 50 
2, निश्चित कौजिए कि निम्नलिखित अनुपातों से समानुषात बनता है या नहीं: 
() 20 सेमी ; । मी और 3.5 ली ; 775 ली 
(7) 2 किग्रा ; 80 किग्रा और 25 ग्रा ; 675 ग्रा 
(॥) 200 मिली ; 2.5 ली और 4 रु : 50 रु 
(ए) 650 मी : । किमी और 65 सेमी ५; ॥ मी 
3, निम्लिखित में से सत्य कथनों के लिए '"'' तथा असत्य कथनों के लिए '॥' 
लिखिए! 
()6 + 24 ८ 20 : 30 (॥)2] ; 6 5 35 ; ॥0 
()]2 $ व8 ८ 28 ; 2 (५)8 $; 9 ऋ# 24 $ 27 
(५) 0,9 $ 0.36 +> 5 £ 2 (७) ५.2 $ 3.9 5८ 3 :! 4 
(जा) 8 ; 27 5 9१ ; 24 (जा) 40 व्यक्ति ; 200 व्यक्ति ८ 5 रु;75रु 
(४) 3 किग्रा :7 किग्रा &74 रू :6 5 
(५) 99 किग्रा ; 45 किग्रा ७ 44 रु ८:20 रू 
(४) 7,5 ली ; 5 किग्रा 5]5५ ली ; १0 किग्रा 
4. खाने को इस प्रकार भरिए कि चारों संख्याएँ (राशियाँ) समानुपात में हों; 


() 20, 8, 40 [__] (0) 28, [__] 3.5, १.5 
(॥) 80, 64, [_] 24 (५) [__| 35, 3, ॥5, 


)॥]। भगणिंग 


(७) ।5, 45, [| | ]35 
5, एक समानुपात के पहले त्तीन पद क्रमशः 7, ।4 और 25 हैं। उसका चौथा पद 
ज्ञात कीजिए। 


6. एक समानपात का पहला, दूसर और चौथा पद क्रमशः 8, 27 और 3 है। उसका 
तीसश पद ज्ञात कोजिए। 


7. खाने को इस प्रकार भरिए कि प्रत्येक कथन सत्य हो जाए: 
0)32मी : [77]56 ;:2 (7)22 किग्रा ; 26 किग्रा ८[.]; 260 मी 
(॥) 45 किमी ; 60 किमी 5[_] : ॥6 'ंटे 
(५४)2 ; ॥75[_ ]5 34 लड़कियाँ 
(()३0 लड॒के ; 45 लड़के ८ ॥6 लड़कियाँ : [__] 
8. निश्चित कीजिए कि 25, 30, 4 समानुपात में हैं या नहीं। 
9, खाने को इस प्रकार भरिए कि तीनों संख्याएँ समानुपात में हों; 
0)25, 35, [] (४)[7_ 32, 64 
00) ७, 38, [] 0५7], ॥2, 48 
4.4 ऐकिक विधि 


एक समस्या हल करते हैं। मान लीजिए कि 24 किग्रा गेहूँ का मूल्य 288 


रु है। तब, 5 किग्रा गेहूँ का मूल्य कैसे ज्ञात करेंगे? इस प्रश्न का उत्तर इस प्रकार 
दिया जा सकता है; 


गेहूँ की उक्त दो भाज्ाओं का अनुपात 24 ; 05 है। अतः इनके मूल्यों में 
भी यही अनुपात होगा। अत; ॥5 किग्रा गेहूँ का मूल्य निकालने के लिए हमें 
निम्नलिखित समता में रिक्त स्थान को भरना होगा; 


24 ; १85 > 288 रु।[_ ॥% 
स्पष्टतया, वौंछित मूल्य है ; “--रू सछरु। 
हम ऊपर की गई किग्रा को दो भागों में बौँट सकते हैं, जहाँ हम एक अकेले 


अनुपात 24 : 5 के स्थान पर दो सरल अनुपातों 24:। और !:5 से काम चला 
सके। तात्पर्य यह है कि पहले 24 क्िप्ना गेहूँ के भूल्य से १ किप्रा गेहूँ का मूल्य 


अनुपात, रामानुपातणा और किक सिंथि ॥05 


ज्ञात करेंगे और फिर किग्रा गेहूँ के मूल्य से 45 किग्रा गेहूँ का मूल्य निकाल लेंगे। 
इस कार्य को हम इस प्रकार कर सकते हैं; 
24 किग्रा गेहूँ का मूल्य ल्‍+ 288 रु 


288 
4 [24 : ]5:288 :[__ | 


या | ] | * 288 





", ॥ किग्रा गेहूँ का मूल्य - 


नल 2 
,.5 किग्रा गेहूँ का मूल्य 5८2< ]55 ८ 80 रू 


ध्यान दीजिए कि इस विधि में हमने पहले ॥ किग्रा गेहूँ का मूल्य निकाला। 
इसके बाद गेहूँ की वॉछित मात्रा (5 किग्रा) का मूल्य निकाला। दूसरे शब्दों में कहें 
तो हमने दी हुई राशि के मूल्य से पहले एक एकक (४४४४) राशि का मूल्य निकाला 
और इससे वॉछित राशि का मूल्य ज्ञात किया। अतः इस विधि को ऐकिक विधि 
(प्रगाध्ाए #727704) या (ऐकिक नियम) कहा जात्ता है। 


अब कुछ उद्ाहरणों द्वारा इस विधि को स्पष्ट करते हैं। 


उदाहरण 9: एक मोटर कार ॥5 लीटर पेट्रोल में 240 किमी चलती है। 20 लीटर 
पेट्रोल में वह कितनी दूरी चलेगी? 


हल: ॥5 ली पैट्रोल में मोटर कार चली है 240 किमी 


, ॥ ली पेट्रोल में यह चलेगी कर किमी *£ [6 किमी 


.', 20 ली पैट्रोल में यह चलेगी 6 < 20 किमी -320 किमी 
इस प्रकार बह मोटर कार 20 लीटर पेट्रोल में 320 किमी चलेगी। 


उदाहरण 20: यदि 3 कापियों का मूल्य 25,50 रु हो, तो ऐसी 7 कापियों का 
मूल्य ज्ञात क्रीजिए! 
हल: तीन कापियों का मूल्य 525.50 रू 


", ॥ कापी का मूल्य शा रू८8.50 रु 


[0 धन 


| 7 कापियों का मूल्य ८8.50 & 7 रु ८ 59.50 रू 
अतः 7 कापियों का पूल्य 59.50 रु होगा। 


जदाहरण 2: 20 टन लोहे का मूल्य 20000 रु है। 280 किग्रा लोहे का मूल्य 
निकालिए| 


हरे: क्‍योंकि ॥ टन ८ 000 किग्रा है, 
20 टन 5 20000 किग्रा 
अंब 20000 किग्रा लोहे का मूल्य ७ ॥20000 रु 
।20॥000 


., । किग्रा लोहे का मूल्य # अक् 
स्म्ती रु 
* 280 किग्रा लोहे का मूल्य 5८0३४ 280 रु 
न ।0960 रू 


उदाहरण 22: सुब्बालक्ष्मी 5 माह में 44000 रू कमाती हे। 
([)7 माह में उसकी आय क्या होगी? 
(॥) बह 240000 रु कितने माह में कमाएगी? 


हल; हम देखते हैं कि आय कार्य करने के समय से जुड़ी है। कार्य करने की अवधि 
जितनी अधिक होगी आय भी उतनी ही अधिक होगी जबकि कार्य करने की अवधि 
कम होने पर आय भी उसी तरह कंग होगी। यह भी कि आयों का अनुपात वही 
रहेगा! 


0) इस दशा में आय ज्ञात्त नहीं है परन्तु कार्य करमे का समय ज्ञात है। अतः 
समय से आरम्भ कर समस्या इस भौँति हल करेंगे; 


5 माह की आय « 44000 रु 


[44(0() 
 ।] माह को आय « सा रु: 9600 रु 


5, 7 माह की आय 59600 »८7 २८ 67200 रु 


0॥ यहाँ महीनों की संख्या ज्ञात्र नहीं है किन्तु आय 240000 र ज्ञात है। अतः हम 


4, 


है है 
9. 


अनात, साशानफानत और शकक किस 40: 


आय से आरम्भ कर समस्या को निम्नलिखित प्रकार से हल करेंगे: 
१44000 रु आय है 5$ 'माह की 


होगी --2 
कं प्र जार ाआआआआआाा॑ाणांणा जय 
कह हज व हे की 


।5 
हे होगी लापता 00 007 कदाल ] “>> 
5 240000 रु आथ होगी 24006 * 20000 माह कौ 525 माह की 


53 ६3 ६) 


प्रश्शावली 4.3 
30 मीटर कपडे का मूल्य 2550 रु है। 6 मीटर कपडे का मूल्य ज्ञात कौजिए। 


एक मजदूर को 5 दिन काम करने पर 560 रु दिए जाते हैं। 28 दिन काम 
करने पर उसे कया दिया जाएगा? 


400 विद्यार्थियों वाले एक छात्रावास में प्रतिमाह 5200 किग्रा अनाज की खपत 
है। यदि विद्यार्थियों की संख्या 260 रह जाए, तो अनाज की मासिक खपत ज्ञात 
कीजिए। 

यदि तेल के छः टैंकरों को भरते में एक पाइप 4> घंटे लगाता है, तो ऐसे 
4 टेंकरों को वह पाइप कितने समय में भरेगा? 

05 पोस्टकार्डों का मूल्य 7.50 रु है। 36 पोस्टकार्डों का मूल्य ज्ञात कौजिए। 


, एक रेलगाड़ी एक नियत चाल से चलकर 85 किमी की दूरी । प अंटे में तय 


करती है। इसी चाल से 340 किमी चलने में इस रेलगाड़ी को कितना समय 
लगेगा? 


एक मशीन 24 पुर्जे 6 घंटे में बनाती है। यह मशीन 24 घंटे में कितने पुर्जे 
बनाएगी? 


5 किग्रा चाबल का मूल्य 30 रु है। 24 किग्रा चावल का मूल्य ज्ञात कौजिए। 
/5 लिफाफों का मूल्य 60 रू है। 32 5 में कितने लिफाफे आएँगे? 


0, एक वायुयान 5 घंटे में 4000 किमी उड़ता है। 3 घंटे में वह कितनी दूर उडेगा? 


]0४ 


१], 


] 


[] 


]5, 


] 


६० 


]/॥. 


]8. 


20, 


मणि 


594 किमी चलने के लिए एक ट्रक को 08 ली डीजल को आवश्यकता पड़ती 
है। ॥650 किमी चलने के लिए इस ट्रक को कितने डीजल की आवश्यकता 
होगी। 


, [.5 किलोबाट (६७४) क्षमता वाली एक पण्पिंग मशीन एक निश्चित अवधि पं 


एक नियत गहराई वाले कुएँ से 500 लीटर पानी निकाल देती है। इसी अवधि 
में इतने ही गहरे ऋुएँ से 4500 ली८र पानी निकालने के लिए कितने किलोवाट 
की क्षमता वाली मशीन की आवश्यकता पडेगी? 


, यदि 6 हेक्टेयर भूमि से 280 क्विंटल गेहूँ की उपज होती है, तो 225 किबंटल 


गेहूँ की उपज के लिए कितने हेक्टेयर भूमि की आवश्यकता होगी? 
(टिप्पणी; 'हेक्टेयर' क्षेत्रफल का एक ऐसा मात्रक है जो बड़ी भूमि को मापने 
के लिए किया जाता है। साथ ही, ॥ हेक्टेयर -- 0000 मी 


, 4 सदस्यों वाले एक परिवार में चीनी की मासिक खपत 6 किग्ना है। यदि इस 


परिवार में सदस्यों की संख्या ७ हो जाए, तो चीनी की मासिक खपत ज्ञात 
कीजिए। द 


एक कमरे का 4 महीने का किराया 4800 रु है। इस कमरे का एक वर्ष का. 
किराया ज्ञात कोजिए। 


, 45 फोल्डिंग (बंद हो सकने वाली) कार्सियों का भार ॥8 किग्रा है। 4000 किग्रा 


तक भार ले जा सकने वाले किसी ट्क में ऐसी कितनी कुर्सियाँ लादी (ले जाई) 
जा सकती हैं? 


)7 कुर्सियों का मूल्य १920 5 है। १3000 रु में ऐसी कितनी कूर्सियाँ खरीदी 
जा सकती हैं? 


दो दर्जन संतरों का मूल्य 60 रु है। ऐसे ही 20 संतरों का मूल्य ज्ञात कीजिए। 


, एक मोटा! कार 3 चंटे में १65 किमी चलती है। 


(!) 440 किमी चलने में यह कितना समय लगाएगी? 
(॥)7 घंटे में यह कितनी दूर चलेगी? 

72 पुस्तकों का भार 9 किग्ना है। 

() ऐसी 80 पुस्तकों का भार क्‍या होगा? 

(४) ऐसी कितनी पुस्तकों का भार 6 किग्रा होगा? 


8. 


ं 
ग 
। 


, जब हम एक ही प्रकार को दो राशियों की तुलना (माज्ना के अनुसार) वि 


, दो संख्याओं (ग़शियों) का अनुपात प्रायः उनके सरलतम रूप में व्यक्त 


, अनुपात का अपना कोई भात्रक नहीं होता। 
, दो अनुपातों में समता सम्रानपात कहलाती है। 


आगुण।, गागानितात जोर आक्रिक मिवि ॥॥! 


गादर रखने या? बातें 


द्वारा करते हैं, तो हम कहते हैं कि हमने इन दो राशियों में एक अनृपात़ 
है। 


जाता है। 





यदि / 05८: ०, तो 6, 0/ 2 4 एक समानुषात बनाते हैं ओर क्रमश क्‍ इस 
अनुपात का पहला, दूसरा, तीसरा, चोथा पद कहलाते हैं। 


, समानुपात के पहले तथा चौथे पदों को पिों को पद कहते हैं। दूसरे तथा तीसरे 


पर्दों को मध्य पद कहा जाता है। 


चार संख्याएँ तब समानुपात में होती हैं जब सिरों के पदों का गुणनफल ८ मध्य 
के पदों का गुणनफल हो। 
यदि ८, 9 और ८ ऐसी संख्या हों कि 

00% 08); 
तो हम कहते हैं कि 6, 0, ८ पित्त समानुप्रात था केवल समानुप्ात्त में हैं। 
दी गई राशियों से पहले एक (एकक) राशि का मान ज्ञात कर, फिर वॉछित 
शशियों का मान ज्ञात करने की विधि को ऐकिक विधि कहा जाता है। 


। नाक अल एज आज है५ील/-नमेनर ।क जुन॥ ४ इुछा पुकता पा 8. -॥:23344: 3. ५. पनआज मन ना. आकलन ना 2० ३ल्‍न हे हि फ-३४ मन किस. ६. छं /पन्‍्यॉकक ४० किये कनो।लइच्तांकाक/ कप ५.६० 2 । #-म गाए. जगह कि. हज भ/।न-॥गललीशान्कि 3.47 “*०० मा पा हा तानगांगोत 4ननापा न. जनम दा ++.. आन्‍्कन्‍्म कक कए३+२ ४ & ॥ पनोतर-ामनवापाासा नानी ००० "रा नरकननआता 


प्रतिशतता 
एवं 
उसके अनुप्रयोग 





5.] भूमिका 


पिछली कक्षाओं में आपने सीखा कि 'प्रतिशत' से क्‍या तात्पर्य है। इस 
अध्याय में हम इस विषय को अधिक विस्तार से सीखेंगे। प्रतिशतता का उपयोग 
लाभ-हानि और साधारण ब्याज से संबंधित समस्याओं के हल में भी किया जाएगा। 


5.2 प्रतिशतता 


पिछली कक्षाओं में आपने दो भिन्‍नों की तुलना करना सीखा था। याद कीजिए 
कि दो भिन्‍नों की तुलना करने के लिए हम इन्हें ऐसे रूप में बदल लेते थे कि इनका 
हर वही हो जाए। तब हम इनके अंशों की तुलना करते थे। बद्धे अंश वाली भिन्‍न 
बड़ी कहलाती थी। आगे के उदाहरणों से यह बात स्पष्ट हो जाएगी कि भिन्‍नों की 
तुलना के कुछ व्यावहारिक लाभ हैं। 

मान लीजिए कि एक विद्यालय & में 320 विद्यार्थी थे जिनमें से 256 पास 
हुए और एक दूसरे विद्यालय ४ में 400 विद्यार्थी थे जिनमें से 300 पास हुए। क्‍या 
हम यह कह सकते हैं कि विद्यालय छ का परिणाम विद्यालय & की तुलना में 
अधिक अच्छा रहा क्‍योंकि 300 >256 से ? नहीं। हमें दोनों विद्यालयों के कुल 
विदयार्थियों की संख्या को भी ध्यान में रखना होगा। दोनों विद्यालयों के परिणामों 


की तुलना करने के लिए हमें 256 और 300 की तुलना करने के स्थान रस्म पर 


200 हॉ 
और पर्व कौ तुलना करनी होगी। इसके लिए हमें पा और पा को समान हर 


वाली भिन्‍नों में बदलना होगा। इन दो भिन्‍मों को हम निम्न प्रकार लिख सकते हैं; 
236 4 4«*20] 80 


_ इरमध्मा इक रि#फम ग्यकक.  उुन्यम्पयक्‍का सम. 


390 5 5४20  ॥0 
300 3 3225 _ 75 


40 4 4525 ॥6% 


प्रतिशतता गध॑ ऊछगक जआनुपताश |॥] 


80. 75 
[00 [66 से। अत; विद्यालय & का 


परिणाम विद्यालय 8 के परिणाम की तुलना में अभिक अच्छा रहा। ध्यान दीजिए कि 
हमने दोनों को समान हर 00 वाली भिन्‍नों में बदला। याद कीजिए कि पिछली 
कक्षाओं में हमने हर 00 वाली भिन्‍नों को गअ्रतिशव (9श' शा) कहा है। 
आपको यह भी याद होगा कि 7९ ८श॥ लातीनी (6४0) भाषा के वाक्यांश 70 
८९४४४ (जिसका अर्थ होता है प्रति सौ, सैकडा या शतांश) का लघु रूप है 
और इसे प्रतीक '%' से व्यक्त किया जाता है। इस प्रकार ऊपर के उदाहरण में 
विद्यालय # के 80% विद्यार्थी और विद्यालय छ के 75% विद्यार्थी पास हुए। 
अब स्पष्ट हो जाता है कि जहाँ तक परीक्षाओं का प्रश्न है, विद्यालय & का प्रदर्शन 
विद्यालय 8 की तुलना में अधिक अच्छा रहा है। 

चुँकि प्रतिशत भिन्‍न का ही एक रूप है, अतः प्रतिशत को हम भिन्‍न के 
रूप में (या दशमलव के रूप में), और विलोमत: भी, व्यक्त कर सकते हैं इस बात 
को कुछ उदाहरणों दुबारा समझाया जाएगा। 
उद्दहरण 5: निम्नलिखित भिन्‍नों को प्रतिशत के रूप में बदलिए: 

(+) य (४) न (॥॥) तत (५) ह 


हल $ याद कीजिए कि किसी भिन्‍न को प्रतिशत में बदलने के लिए हम उसे हर ॥00 
वाली एक तुल्य भिन्‍न के रूप में व्यकत करते है। इसलिए वाँछित कार्य निम्न प्रकार 
किया जाएगा! 


अब हम आसानी से देख सकते हैं कि 


मी अल पटक जिल्वीय 802 
272 »[607]00 ४” 
(() “ 3१ ]00 रे क्र 
4 4566 ]667 /?* 
(॥) ]। 4[%» ()() 220 _ ९, ५, 
5 529 _ [087० 
200 ..2 
66 
(५) | कि ४ % (00 ३ आओ ४८ 2 0 
3743006 _ [09 7 [60 * ९०३ * 


।4. ४! 
अपह२॥ 7: निम्नलिखित प्रत्येक प्रतिशत को एक भिन्‍न के रूप में व्यक्त कीजिए, 


(0) 25% . () 84 ४ (॥) 40% 


हल: 0) 25% 5 25» -66 _ [66 _ 4 


 ७ 25. 25 |। 25 | 
0) 843 6 * 77% 5 7 * 7665 * 366 _ 5 
| !40 / | 


0॥॥ 40% 5 [40% 76 5 १66 * 5 


इस प्रकार आपने देखा कि किसी प्रतिशत को भिन्‍ने के रूप में बदलने के 


लिए हम ग्रतिशत बताने वाली संख्या को पह से गुणा करते हैँ और इस्र 


प्रकार प्राप्त भिन्‍्च॒ को सरल कर लेते हैँ। 
उदाहरण 3: निम्नलिखित प्रत्येक दशमलव को प्रतिशत के रूप में व्यक्त कीजिए; 








(॥) 0, 335 (॥) 0.25 (॥) 2.2 
हल; (003० पत  + पक + 35% 
(॥) 0.25 हि ला पद नि + ]2,5% 
(॥) 2,25 5 गा ्ः गा + 225% 


इस प्रकार एक दशमलब को प्रतिशव को रूप में लाने के लिए हम वदशगलव 


व्यक्त करने वाले बिन्दु को दो स्थान दाई ओर खिसका देते हैं और इस 
प्रकार प्राप्त संख्या को साथ % का संकोत, लगा देते हैं। 


जता जप $६० निम्नलिखित प्रत्येक प्रतिशत को दशमलव के रूप में व्यकत कीजिए; 
() 38% (4) 40,0% (॥) 320.9% 


५००  [) 36 % ऋरउे8 5 





्‌ 


00 00 + (38 


ऋनिशंतवा हे उाक, जातशीग ॥]3 
]।. 406.5 
]0( >700 बा (),.[65 


ह । 320. 
(॥) 320.5% 5 3.205 * नह अत 3205 


() 6.5% - ]6.5 *» 





इस प्रकार किसी प्रतिशव को वेशमलव में बदलने को लिए हम % का संकेत 
हटाकर वशमलंव बिन्दु को दो स्थान बाई ओर छखिसका देते हैं। 
टिप्पणी: क्योंकि अनुपातों को भिन्‍नों के रूप में देखा-समझा जाता है, अत; हम 
ऊपर बताई गई विधियों से अनुपातों को प्रतिशतों में, और प्रतिशतों को अनुपातों में 
व्यक्षः कर सकते हैं। 

0 ७ &) 


प्रश्नावली $.॥ 
3. निम्नलिखित प्रत्येक भिन्‍न या मिश्रित संख्या को प्रतिशत के रूप में व्यकत 


कौजिए: 
७ 3 री । ५ 55 मदन. | 
(]) । दर () ब्र (।! ) व (५) “दर (५) ट 
नर मत अर सी 
(ए) | ग (७) 33 ! ५॥) रु ([%) हा 


2, निम्नलिखित प्रत्येक प्रतिशत को भिन्‍न या मिश्रित संख्या के रूप में बदलिए: 
() 20% ([]) 36% (]) 2]% . (॥५) 75% (४) ]0% 
(५)) 350% (शा) 450% (५॥) 250% (5) 00% 

3, निम्मलिखित प्रत्येक दशमलव को प्रतिशत के रूप में बदलिए! 
([) 0,25 (॥) ,25 (॥) 0.07 ([५) 9.6 (५) 0,04 
(५) 5.08... (५॥) 0,9 (शा) ।.205. (5) 6.4 

4, निम्नलिखित प्रत्येक प्रतिशत को दशमलव के रूप में बदलिए; 
(!) 6% (() 28% (॥]) ।2.5% (॥५)6७.25% (५)76% 
(ए) (०9%. (जाी)2% .. (शा002% (9) १5% 


8]4 गागिन्न 


5.3 दी गई राशि का प्रतिशत ज्ञोत्त करना 


बहुधा हमें किसी राशि का कोई प्रतिशत निकालने की आवश्यकता पड़ती 
है। जैसे कि 500 का 60% ज्ञात करमा, या उदाहरण के लिए हमसे पूछा जाए कि 
यदि किसी विदयालय में 000 विद्यार्थी हों जिनमें 28% लड॒कियाँ हों, तो उम्र 
विद्यालय में लड़कियों की संख्या क्‍या होगी? इस प्रकार के प्रतिशत ज्ञात करने की 
विधि उद्वहरणों दवारा समझाई जाएगी। 


उदाहरण 5६ 50 का 20% ज्ञात कीजिए। 


हल; ॥50 का 20% 5 50 का जद भाग 


20 
म्् 706 » 3() 
ध्ः 30) 
इस प्रकार 450 का 20%, 30 हुआ। 


उदाहरण 6: किसी विद्यालय के कुल 000 विद्यार्थियों में से 28% लड॒कियाँ हैं। 
इस विद्यालय में लड़कियों की संख्या ज्ञात कौजिए। 


हल : लड़कियों की वॉछित संख्या + 000 का 28% 


8 
न्पत ४ ()()() 


न्‍ः 260 


उदाहरण 7; फलों के एक बाग में ॥6 ध % पेड़ सेब के हैं। यदि बाग मेंकुल 
240 पढ़ हों, तो अन्य प्रकार के पेड़ों की संख्या ज्ञात कीजिए। 
हुल : पेंडों की कुल संख्या < 240 


सेब के पेडों की संख्या> 240 का ॥6 -:< कू्‌ 


न्‍न 24) का ट््र ४77 


प्रतिशतवता एवं उसके आनुप्रयोग ॥5 


तक) 
7 4 00 5“ 


भन 40 
* अन्य पेड़ों की संख्या 240) -- 40 5 20) 
अत; बाग में अन्य प्रकार के पेड़ों की संख्या 200 है। 
७७9 


अशनाखल्ली 5.2 


।. मान ज्ञात कीजिए :; 
() [00 रु का ।5% (]) 600 का 20% (() |2 भी का 25% 
(५) | किग्रा का 20% . (५)2 किग्रा का [50% (शं)। लीटर का 65% 


(५७॥॥) )] रु का ]00% (५॥॥|) | क्विंटल का 75% (35) |80) रू का 4 की 
(|) 25 लीटर का 4/6% (५४) 350 किमी का [0% (॥) 650 लीटर का ३४.५१ 
सविता ने एक परीक्षा में 72 % अंक प्राप्त किए। यदि अधिकतम अंक 650 
हों, तो सविता को कितने अंक भिले? 


3, गोमंग के पास 2000 रु थे। उसने अपने धन का ॥5% व्यय कर दिया। उसमे 
कितने रुपए व्यय किए? 


4,  जुबेदा की मासिक आय 8500 रु थी। उसकी आय में 5% की वंद्धि हुई! 


उसकी मासिक आय में कुल कितनी वृद्धि हुई ? वृद्धि के बाद उसकी आय 
ज्ञात कीजिए। 


5, विलियम ने 70 किमी की दूरी तय की। उसने इस दूरी का 70% भाग बस 
में तय किया और बाकी पैदल चल कर। बस में उसने कितनी दूरी तय कौ? 
कितनी दूर वह पैदल चला? 


6. मेरी ने 40 मीटर कपड़ा खरीदा और उसमें से 45% कमीजें बनाने में लगाया। 
कमीजें बनाने में उसने कितना कपड़ा लगाया ? 


7. एक शहर की जनसंख्या में 55% पुरुष हैं। यदि इस शहर की जनसंख्या 28200 
हो, तो इसमें स्त्रियों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


2 


[१४॥ 


]09. 


4, 


72, 


१4, 


है 


बर्ष के आरंभ में एक घिद्यालय में 600 विद्यार्थी थे। इस वर्ष के बीच 
लिद्यालय की प्रवेश-संख्या में 8% की वृद्धि हुई। इस वर्ष विद्यालय की 
प्रवेश संख्या में कितनी वृद्धि हुई ? 

एक स्कूल में विद्यार्थियों की कुल संख्या 320 है। इसमें 45% लड़के हैं। 
स्कूल में लड़कियों की संख्या ज्ञात कोजिए। 


एक परिवार का चावल पर मापिक व्यय 650 रु है। यदि चावल का मूल्य १5% 
बढ़ जाए, तो इस परिवार को चावल पर मासिक व्यय में वृद्धि ज्ञात कौजिए। 


शक देश की जनसंख्या 90 करोड़ है। यदि इसमें 2% वार्षिक की वृद्धि हो, 
तो एक वर्ष बाद इस देश की जनसंख्या क्‍या हो जाएगी १ 


एक विशेष प्रकार की वस्तुओं पर सीमा-शुल्क इनके मूल्य का 50% है। इस 
प्रकार की 2000 रु मूल्य की वस्तु पर हरबिन्दर को कितना सीमा-शुल्क देना 
पड़ेगा ? यह भी ज्ञात कौजिए कि इस प्रकार उसे इस वस्तु पर कुल क्‍या 
व्यय करना पडेगा ? 


, व्यय कम करने के लिए एक कम्पनी पेट्रोल की खपत में 49१% की कटौती करने 


का निर्णय लेती है। यदि इस समय प्रति माह 580 लीटर पेट्रोल की खपत हो, 
तो पैट्रोल की मासिक खपत में कया कमी होगी ? कम्पनी की पेट्रोल की नई 
मासिक खपत भी ज्ञात कीजिए। 


एक ऐलगाड़ी की चाल १20 किमी प्रति घंटा है। इसमें 0% की वृद्धि होती 


है। रेलगाड्डी की चाल में कितनी वृद्धि होती है? इसकी नई चाल भी ज्ञात 
कोजिए। 


. एक व्यक्ति प्रधानमंत्री राहत कोप में अपनी कुल बचत का 6% दान कर देता 


है। शेष धन वह अपने 'एक पुत्र और एक्र पुत्री में बराबर-बरशबर बौंट देता 


क्‍ है। यदि इस व्यक्ति की कुल बचत 500000 रु हो, तो ज्ञात कीजिए कि उसने 


प्रधानमंत्री राहत कोष में कितनी राशि दान की। उसके पुत्र और पुत्री द्वाण प्राप्त 
राशि भी क्रमश: ज्ञात कीजिए। 


५,4 एक शशि को किसी अन्य शशि के प्रतिशत के रूप में व्यक्ष्त करना 


ऐसी अनेक स्थितियाँ आती हैं जहाँ हमें एक राशि को किसी अन्य शशि 


के प्रतिशत के रूप में व्यक्त करना पड़ता है। उदाहरण के लिए, हमसे पूछा जा सकता 


गतिशतता एचं उसके आअमृप्रयोग ॥॥7 


है कि यदि पीटर 500 में से 265 अंक प्राप्त करें, तो पीटर कितने प्रतिशत अंक 
प्राप्त करता है। यह इस समस्या के तुल्य है कि एक संख्या किसी अन्य संख्या की 
कितने प्रतिशत है। कोई संख्या किसी अन्य संख्या की कितने प्रतिशत है, यह ज्ञात 
करने की विधि उद्घहरणों द्वारा समझाई जाएगी। 


सवाहरण 8: संख्या 8 संख्या 25 की कितने प्रतिशत है ? 

हल ; याद कीजिए कि प्रतिशत से हमारा तात्पर्य प्रति सैकडा या प्रति सौ या 

एक के सौवें भाग (शतांश) से होता है। अतः हम बाँछित कार्य निम्न प्रकार करेंगे: 
25 में से अर्थात्‌ प्रति 25 पर, संख्या है 8 


00 में से अर्थात्‌ प्रति 400 पर, संख्या होगी पु « 00 - 532 
इस प्रकार, वॉछित प्रतिशत 32 हुआ। 


दूसरे शब्दों में, संख्या 8, संख्या 25 की 32% है। 
व्प्पिणी : आप सरलता से जाँच कर सकते हैं कि 25 का 32%, 8 है। 


इस प्रकार, यह' ज्ञात करने के लिए कि पहली संख्या दूसरी संख्या की कितने 
प्रतिशत है, हम पहली सं॑ख्या को दूसरी संख्या से भाग देकर परिणाम को 
000 से गुणा कर देते हें। 


उदाहरण 9 : पीटर ने अधिकतम अंकों 500 में से 2% अंक प्राप्त किए। पीटर 
द्षता प्राप्त अंकों का प्रतिशत ज्ञात कीौजिए। 


का वॉछित 5 
हल ६: अंकों का वॉछित प्रतिशत र॑ रे ४ ]00- 57 
अत; पीटर ने 57% अंक प्राप्त किए। 
उदाहरण 0: 3.5 किग्रा, 25 किग्रा का कितने प्रतिशत हैं? 


हेले : ध्यान दीजिए कि यहाँ हमें यह ज्ञात करना है कि संख्या 3.5, संख्या 25 
की कितने प्रतिशत है। अतः 


35 3,5 ४» [() उ3 
वॉछित प्रतिशत - 34 “ 00 > >द्76 * 00 538" [005 4 


इस प्रकार, 3.5 किग्रा 25 किग्रा, का ॥4% है। 





| 4' | पु | । | 


उराहरण 4: एक टोकरी में 300 आप हैं। 75 आम कुछ विद्यार्थियों में बौँट दिए 
जाते हैं। सेकी में जाब किसने प्रतेशत आप बने हैं! 


४; आऔआरण में जाएगों की संख्या रे 300 
बँटे गए आम न 75 
शक शेकरी भे बचे हुए आम रू 300 - 75 रू 225 
ह हे 225 
,«... बचे हुए आमो का प्रतिशत # 00 २75 


इस प्रकार, टोकरी में अब 75% आम बचे हें। 


(४ ०: '"! ।॥7* गणित में जमशेद ने 700 में से 553, तथा गीता ने 600 मे से 
486 अंक प्राप्त किए। दानों में से किसका प्रदर्शण अच्छा रहा? 


४, - दोनों की कुशलता की तुलना के लिए हम इनके अंकों को प्रतिशत में बदल 


लेंगे ु 553 | 
लंगे। ऐसा करने पर जमशेद द्वारा प्राप्त अंक ऊ न [(१) ५०-79 ५ 

, 480 ५ 

गीता द्वारा प्राप्त अंक रू --»*|(१॥)॥४ ४८४५ 
(2) 
क्योंकि 8]। > 709. 
इसलिए गीता का प्रदर्श अच्छा रहा! 
७ ७ & 


प्रश्नावनली ५5.3 
4. कितने प्रतिशत है 


(।) 20, 200) का (॥)  06, 250 का ? 
(॥)5 किग्रा, ॥5 किप्रा का 7? (५) [8 लीटर, 75 लीटर का ? 
(५) 28), ॥४)॥) वा (ए७) ४७) र, 2400 र का 7? 


(शं।) 80 मंतर, ।200 सतरों का ? (शा) ४75 मी, 2 किभी का ? 
(५) 500 #, &00 रू का " (५) [()रु, ४00 रू का 7 


0, 


]॥, 


प्रतिशतता एवं 'उसक अनुप्रयोग ॥५ 


एक स्कूल के कुल 800 विद्यार्थियों में से ५७0 लड़कियाँ हैं। स्कूल में लडकियों 
का प्रतिशत ज्ञात कोजिए। 

बहीदा ने गणित की परीक्षा में 75 में से 60 अंक प्राप्त किए। गणित में वहीदा 
के प्राप्तांकों का प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


एक टोकरी के कुल 400 सेब्रों में से ।6 सेब सड़े हुए निकले। टोकरी में सड़े 
हुए सेबों का प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


एक दुकान में 450 साड़ियों थीं। इनमें से 30 एक दिन में बिक गईं। इस दिन 
बिकी सांडियों का प्रत्तिशत ज्ञात कीजिए। 


एक चुनाव में 75000 अधिकृत मतदाताओं में से 50000 ने मत डाले। कितने 
प्रतिशत अधिकृत मतदाताओं ने अपने मत डाले? 


अपनी 5000 रु की आय में से संगमा ने 0200 रू व्यय कर दिए। उसने 
अपनी आय के कितने प्रतिशत की बचत की” क्‍ 


किसी वस्तु-विशेष पर उत्पादन-शुल्क 5220 रु से घट कर 3480 रू रह गया। 
इस वस्तु के उत्पादन शुल्क में दी गई प्रतिशत छूट ज्ञात कौजिए। 

[संकेत प्रतिशत छूट आरम्भ के उत्पादन शुल्क, अर्थात्‌ 5220 रु पर निकाली 
जाएगी। | 

टेलिविजन (टी,वी.) बनाने वाली एक कम्पनी घोषणा करती हे कि रंगीन 
टी.वी. अब 600 रु में मिल रहा है। इससे पहले इस टी.वी. का मूल्य 7400 
रू था। इस कम्पनी द्वारा बेचे जा रहे रंगीन टी.वी. के मूल्य में दी जाने बाली 
प्रतिशत छूट ज्ञात कीजिए। 

एक विद्यालय के कुल 200 विद्यार्थियों में से 2400 एक दिन श्रमदान के लिए 
गए। उस दिन' कितने प्रतिशत विद्यार्थी श्रमदान के लिए नहीं गए? 

एक क्रिकेट टीम ने 6 मैच खेले। इस टीम ने 6 भैच जीते और 2 मैचों में 
यह टीम हार गई। 8 मैच 'ड्ा' (४9) हो गए। यह टीम कितने प्रतिशत मेचों 
में () जीती ? 0) हारी ? 

डरा में समाप्त होने वाले मैचों का प्रतिशत भी ज्ञात कौजिए। 


. एक स्कूल में 3264 विद्यार्थी हैं। इनमें से 36 स्कूल-बस द्वारा स्कूल आते 


हैं, (58 पैदल आते हैं और शेष अन्य प्रकार के वाहनों से स्कूल आते हें। 


| ॥ वाल 


कितने प्रतिशत विद्यार्थी स्कूल आते हैं: 

() स्कूल-बस से ? () पैदल ? () अन्य प्रकार के वाहनों से ९ 
33, एक 'डूुम में 250 लीटर मिट्टी का तेल था। 5 लीटर मिट्टी का तेल एक 

छेद से बह गया। ड्रम में कितने प्रतिशत मिट्टी का तेल बचा रहा? 


74, कोयले की एक खदान के कुल 50400 टन उत्पादन में से 5040 टन कोयला 
बाहर निकालने में मष्ट हो गया। कुल उत्पादन का कितने प्रतिशत शुद्ध (॥५) 
कोयला बाहर निकाला गया? 


75. किसी विशेष वर्ष में वैज्ञानिक अनुसंधान (0४७४०) के कुल 300 करोड रुपयों 
के' बजट में से 36 करोड रुपए परमाणु ऊर्जा (9(0070 ९॥९॥१४) विभाग को 
दिए गए। परमाणु ऊर्जा विभाग को दी गई राशि को वैज्ञानिक अनुसंधान के 
कुल बजट के प्रतिशत के रूप में व्यक्त कीजिए। 


6. विज्ञान विषय में, बेंकट ने 800 में से 548 और सुष्मिता ने 600 में से 460 
अंक प्राप्त किए। किसका प्रदर्शन अच्छा रहा? 


कप 


5,5 लाभ -हानि 


यह व्यावहारिक नहीं है कि प्रत्येक व्यक्षित अपनी आवश्यकता की सब वस्तुएँ 
स्वयं बनाए या पैदा करे। इसलिए प्रायः हम अधिकतर बस्तुएँ आस-पास के दुकानदारों 
से जिन्हें फुटकर विक्रेवा (/(/०४//2/) कहते हैं, खरीदते हैं। ये दुकानदार अपना सामान 
या तो सीधे विर्माता से , या फिर थोक विक्रेता [॥70/९5ध४९/") कहलाने वाले बड्े “बड़े 
दुकानदारों से खरीदते हैं। फुटकर विक्रेता निर्माता या धोक विक्रेता से सामान खरीदने 
के लिए जो धन उन्हें देता है वह इस 'फुटकर विक्रेता के लिए खरीदे गए सामान 
का क्रय मूल्य (८८४ |77८९) या संक्षेप में क्र.मू, कहलाता है। जिस कीमत पर 
दुकानदार सामान बेचता है, वह सामान का विक्रय मूल्य (४८४४ /2/४०८) या संक्षेप 
में वि.मू. कहलाता है। 


यदि किसी वस्तु का विक्रय मूल्य उसके क्रय मूल्य से अधिक हो, तो हम 
कहते हैं कि दुकानदार को लाभ णीया ॥&८ं॥) हुआ है। वास्तव में 
लाभ * विक्रय मूल्य -क्रथ मूल्य (जब वि, मू, >क्र. मू. ) 
इस दशा में, विक्रय मूल्य रू क्रय मूल्य + लाभ 
और क्रय मूल्य + विक्रय मूल्य - लाभ 


पतिशवला एवं उसके अनुप्रयोग ॥2॥ 


परंतु यदि किसी वस्तु का विक्रय मूल्य उसके क्रय मूल्य से कम हो, तो हम कहते 
हैं कि दुकानदार को हानि (0४9) हुई है। 
वास्तव में, 
हानि कर क्रय मूल्य - विक्रय मूल्य (जब वि. मृ. < क्र, मू) 
इस दशा में, | 
विक्रय मूल्य # क्रय मूल्य - हानि 
और क्रय मूल्य रू विक्रय मूल्यः + हानि 
दो बिक्कियों में हुए लाभ या हानि की तुलना के लिए, लाथ और हानि 
को हम क्रय मूल्य के प्रतिशव को रूप में व्यक्त करते हें (ध्यान रहे, यह 


प्रतिशत विक्रय मगृल्य पर नहीं निकाला जाता)।/ अब कुछ उदाहरणों द्वारा यह 
बातें स्पष्ट की जाएँगी। 


उदाहरण 3 ; एक दुकानदार ने एक मेज 3500 रु में खरीदी और 4400 रु में बेच 
दी। उसका लाभ था उसकी हानि ज्ञात कीजिए। 
हल ; यहाँ क्रय मूल्य 5 3500 रू 
और चिक्रय मूल्य -+ 4400 रु 
ध्यान दीजिए कि वि. मं, >क्र. मू। अतः दुकानदार को लाभ हुआ। अब 

लाभ +< बि, मू, - क्र मू, 
4400 रू -3500 रु ८ 900 रू 
आप सत्यापित कर सकते हैं कि 

4400 रु (वि, मूं.) हऋ 3500 रु (क्र, मू) + 900 रु (लाभ) 

तथा 3500 रु (क्र. मू.) # 4400 रु [वि, मू.) -900र (लाभ) 
उदाहरण ]4: कपडे के. किसी व्यापारी ने 20 साड्डियाँ 250 रु प्रति साड़ी को दर 


से ख़रीदीं। यदि उसने सब साथडियाँ 4800 रु में बेची हों, तो उसका लाभ या हानि 
ज्ञात कीजिए। 


हल ; क्र. मूं, + 20 ५४250 फू # 5000 रू 
वि. मं, #ऋ 4800 5 
क्योंक्रि वि, मू, < क्र. मूं, इसलिए कपड़ा व्यापारी को हानि हुई। अब 


।200 गणित 


हानि उल क्र. मूं, - कि, मू. 
5000 रु - 4800 रू रू 200 रु 
आप सरलता से सत्यापित कर सकते हैं कि द 
4800 रू (वि, मू.) रू 5000 रू (क्र, मूं॥ - 200. रु, (हामि! 

और 5000 रु (क्र, मू) # 4800 रु (वि, मू) + 200 रु (हानि 
उदाहरण 45: मल्लेश्वरी ने एक प्लास्टिक की चादर 800 रु में खरीदी ओर 
000 रु में बेच दी। उसका प्रतिशत लाभ या हानि ज्ञात कीजिए। 
हल ; क्र. मू, न 800 रु 

वि. मूं 5 ॥000 रू 
क्योंकि वि. मूं, > क्र, मूं, 


अत; मललेश्चरी का लाभ रू १000 8 - 800 र #ऋ 200 रू 


अत: प्रतिशत लाभ ८ -->)00- 25 
क 800 “7 


इस प्रकार, मल्लेश्वरी का लाभ 25% है। 
उदाहरण 6: जैकब ने एक मकान 470000 रु में खरीदा। उसे यह मकान 
458000 रु में ब्रेचना पड़ा। उसका प्रतिशत लाभ या हामि ज्ञात कीजिए। 
हल $ क्र. मू, # 470000 रु 

वि, मू, 5 458000 रु 
क्योंकि वि, मूं, < क्र. मू, अत: जेकब को हानि हुई। अब 

हानि # क्र. मू, - कि मू, 

470000 रु - 458000 रू 
2000 रु 


!! 


2000 
कि 
470000 


26 
“पर 


«५» उतिशत हानि 


|| 


|| 


प्रतिशतता एवं उसके अनुग्रयोग ।23 


20 
अतः जैकब को 2.7 % हानि हुई। 


उदाहरण 7: अनाज के एक व्यापारी ने 600 क्विंटन चावल 7% लाभ पर बेचा। 
यदि उसे चावल 600 रु प्रति क्विंटल मिला हो, तो उसका कुल लाभ तथा विक्रय 
मुल्य ज्ञात कॉजिए। 
हलः क्र. मूं. 5 600 % 600 रु ८ 960000 रु 

लाभ का 7५% 
,/, आपारी का कुल लाभ & 960000 रु का 7% 


५ 

अल -%९9000॥)) रू ८ 67200 रू 
]00 
साथ ही, वि. मू. हर क्र. मू, + लाभ 

+ 960000 रु + 67200 रु 
न 027200 रू 

इस प्रकार, व्यापारी का कुल लाभ 67200 रु ओर चावल का वि. मू. 

027200 रु है। 

७ ७ ७ 


प्रश्नगावली 5.4 


), निम्नलिखित सारणी के रिक्त स्थानों में उपयुक्त राशि भरकर (जहाँ-जहाँ सम्भव 
हो) उसे पूरा कीजिए 


क्रय. मूल्य विक्रय मूल्य लाभ हानि 
(क्र, मू.) (वि. मू.) 
(] 800 # 880 रु के -- 
() 600 रू | 570 रु ८ न 
0) 500 रू - 82 रू “- 
(00 2560 रु न बल 450 ऊू 
५) .  -+ 9550 #ू का 350 # 


(शी). +-- 8250 रु 350 रु ना 
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रिक्त स्थानों में उपयुक्त राशियाँ भरकर (जहाँ-जहाँ सम्भव हो), निम्नलिखित 
सारणी को पूरा कोजिए: 








क्रय मल्य॒ विक्रय मूल्य लाभ हानि लाथ' $% हानि ५ 
क्र. मं) दि, मू) 


() 450 पट 90 रु. - _+ बे 

0). 3१00 कि बे 62 5. - हि 

)।. 720 र 50 रू नल -- -- बा 

0५). 580 8॥7 # का -- -- हे 

(५) 2]70 रु न न डे ना 8५92 

(छ)। 20600र... - दे हा 6% - 

(भी). - 3600 रु 600 रु - शा न 

(शो). - 2280 रु शा 3040 रू - कर 

(0). 25600. - कि न 25% -- 

(0) 88000 ४ - पे कक. 0. १0% 

3, एक छड़ी 540 रु में खरीदी गई और 450 रु में बेची गई। इस सौदे में होने 

वाला लाभ या हानि ज्ञात कोजिए। 
4. एक फल-विक्रेता 00 संतरों की टोकरी 250 रु में खरीदता है। वह संतरों को 


27 रु प्रति दर्जन की दर से बेच देता है। उसका लाभ या हानि ज्ञात कीजिए। 


, करीम ने ॥50 दर्जन पेंसिलें 20 रु प्रति दर्ज। की दर से खरीदीं। उसमे पेंसिलों 


को 2.50 रु प्रति पेंसिल की दर से बेचा। उसका प्रतिशत लाभ या हानि 
निकालिए। 


, उ00 किग्रा चावल ]4 रु प्रति किग्रा खरीदा गया और 5% हानि पर बेच दिया 


गया। हानि और विक्रय मज्य निकालिए। 


एक वस्तु 9000 रु में खरीदों गई और 8% लाभ पर बेच दी गई। लाभ और 
विक्रय मुल्य ज्ञात कीजिए। 


प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयाग ।25 


8, फिलिप ने 50 दर्जन केले 700 रु में खरीदे। 5 दर्जन केले सडे हुए निकले, 
और इसलिए वे बेचे नहीं जा सके। 20% लाभ कमाने के लिए फिलिप को शेष 
केले कितने रुपए प्रति दर्जन बेचने चाहिए? 


9), एक पुस्तक-विक्रेता किसी पुस्तक की 300 प्रतियाँ [5% लाभ पर बेचता है। यदि 
एक पुस्तक का क्र, मू, 48 रु हो, तो पुस्तकों का वि. मू, ज्ञात कीजिए। 


0.एक मशीन 6600 रु में बेची गई। यदि उसका क्रय मूल्य 7500 रु था, तो इस 
सौदे में होने वाला प्रतिशत लाभ या हानि ज्ञात कीजिए। 


(, एक घोड़ा 8000 रु में खरीदा गया और 6% हानि पर बेच दिया गया। घोड़ा 
किस मूल्य पर बेचा गया? 


!2, बशीर ने एक मेज 2500 रु की खरीदी। ।6% लाभ पाने के लिए बशीर इस 
मेज को किस मूल्य पर बेचे? 


3, जॉर्ज ने एक कार 225000 रु की खरीदी और 23750 रु में बेची। उसका 
प्रतिशत लाभ या हानि ज्ञात कोजिए। 


]4, एक वस्तु को 450 रु में बेचने से मुरलीधरन को 50 रु की हानि होती है। 20% 
लाभ पाने के लिए मुरलीधरन को यह वस्तु कितने में बेचनी चाहिए? 


[5, एक दुकानदार ने 288 संतरे 480 रु के खरीदे। इनमें से 50 संतरे उसने 
2.50 रू प्रति संतरे की दर से बेचे ओर शेष संतरों को उसने 240 रु में बेच 
दिया। उसका प्रतिशत लाभ या हानि ज्ञात कीजिए। 

6. ज्योत्सना ने दो भेंसें क्रमशः: [8000 रु और 5000 रु की खरीदीं। उसने उन्हें 
क्रमशः 5% हानि और 9% लाभ पर बेचा। प्रत्येक भेंस का विक्रय मूल्य ज्ञात 
कीजिए। इस सीदे में कुल मिलाकर प्रतिशत लाभ था हानि भी ज्ञात कीजिए। 

77, अब्दुल ने 200 किग्रा सेब 25 रु प्रति किग्रा की दर से खरीदे। इनमें से 50 
किग्रा छोटे आकार के निकले जिन्हें उसने 20 रु प्रति किग्रा की दर से बेच दिया। 
शेष सेब उसने 30 रु प्रति किग्रा की दर पर बेचे। अष्दुल का कुल प्रतिशत 
लाभ या हानि ज्ञात कोजिए। 

8. फातिमा ने 200 अंडे ॥6 रू प्रति दर्ज की दर पर खरीदे। वह इन्हें प्रति सौ 
किस दर पर बेचे कि उसे ।5% का लाभ हो? 


9, नीरू ने 2400 केले [5 रु प्रति दर्जन खरीदे। उसने इनमें से 350 तो 4 रु 
में 2 की दर पर बेचे और शेष 8 रु में 5 की दर पर बेचे। उसका प्रतिशत 


]20 गणित 


लाभ या हानि ज्ञात कीजिए। 


20. कृष्णमूर्ति ने 25₹ प्रति दर्जन की दर से संतरे खरीदे। उसे ये संतरे 4% हानि 
पर बेचने पड़े। एक संतरें का विक्रम मृल्य ज्ञात कौजिए। 
[संकेत ; पहले | दर्जन संतरों का विक्रय मूल्य निकालिए। | 


5.6 सीधारण ब्याज 


हमारे चारों ओर जो कुछ घट रहा होता है उसमें कहीं न कहीं रुपए- पैसे 
“की आत आ ही जाती हैं। आवश्यकता पड़ने पर व्यापारिक संस्थान या व्यकित, अपने 
मित्रों, सम्बन्धियों या अन्य किसी एजेन्सी से रुपया उधार लेते हैं। यदि हम किसी 
अन्य व्यक्ति के भकान में रहते हैं, तो उसके मकान का उपयोग करने के लिए हम 
मकाम भालिक को मकान के किराए के रूप में कुछ धन देते हैं। इसी भाँति जब 
हम किसी एजेन्सी (बैंक, बित्त-कम्पमी या व्यक्ति अर्थात्‌ ऋणवदाता (९॥०५+-) से 
किसी नियत अवधि के लिए धन उधार लेते हैं, तो नियत अवधि समाप्त होने पर 
हम ऋणदाता का धन तो लौटाते-ही-लौटाते हैं, साथ ही उसके धन का उपयोग करने 
के लिए हम उसे कुछ अतिरिक्त राशि भी देते हैं। उधार लिया गया धन गूलधन 
(#7ए70) कहलाता है। उधार लिए गए धन के उपयोग के बदले हम जो अतिरिक्त 
शशि ऋणदाता को देते है, वह ब्याज (॥४९४८४) कहलाती है। इसी प्रकार, जब 
हम बैंक में धन जमा करते हैं, तो बैंक हमारे धन का उपयोग करता है और बदले 
में हमें कुछ ब्याज देता है। नियत अवधि या समय के अन्त में ऋणदाता को जो 
कुल धन दिया जाता है, वह पिश्रधन (#१०४॥/) कहलाता है। इस प्रकार, 

मिश्रधन 5 मूलधन + न्याज... 
यदि हम भिश्रधन को &, मूलधन को ? और ब्याज को । लिखें, तो 

2 थ्य 2 + ] 
ब्याज एक समझौते पर आधारित होता है जो मूलधन की प्रति इकाई बर (/४/८) 
के रूप में होता है। दर को प्रायः मूलधन के वार्षिक प्रतिशत के रूप में व्यक्त 


करते हैं। (जैसे कि 0% वार्पिक। तात्पर्य यह है कि यदि 00 रु एक वर्ष के 
लिए उधार लिए, तो ब्याज के 0 रु देने होंगे)। 


टिप्पणियाँ; 


ध, कभी-कभी ब्याज को दर (वार्षिक न होकर) छमाही, तिमाही या मासिक भी 
हो सकती है। 


ग्रतिशतता एवं उम्रक अनुप्रयोग ॥27 


2, उधार की अवधि या समय (१) चाहे कुछ भी हो, यदि मूलधन पूरी अवधि 
में वही रहे, तो ब्याज को साधारण ब्याज (धंएा[ऑ९ 2208) कहो जाता है। 
इस अध्याय में ब्याज से हमारा तात्पर्य साधारण ब्याज से होगा। 

अब ऐकिक विधि का उपयोग कर उदाहरणों की सहायता से हम थह 
समझाँँगे कि (साधारण) ब्याज और मिश्रधन कैसे ज्ञात किए जाते हैं। 


उदाहरण त8: 400 रु पर 5% वार्षिक की दर से | वर्ष का ब्याजञ्ञ ज्ञात॑ 


कीजिए। 
हल; दर ८ 5% वार्षिक । तात्पर्य यह है कि 
]00 रू पर एक वर्ष का ब्याज जे 
* | रु पर | वर्ष का ब्याज 5 रु 
ही यह . |00 
५ 
/, 400 रु पर | वर्ष का ब्याज का ग 400 रू 
| 20 रू 


अतः 5% वार्षिक की दर से 400 रु पर ] वर्ष का ब्याज 20 र होगा। 
उदाहरण 9: 6% वार्षिक की दर से 400 रु पर 3 वर्ष का ब्याज निकालिए। 
हल; यहाँ ब्याज की दर 6% वार्षिक है। तात्पर्य यह है कि 

800 5 पर | वर्ष का ब्याज 5 6 रू 


* [| रू पर | वर्ष का ब्याज ८ हा फ्र 
* » . ]00 


न 0 
*» ० 400 रु पर | वर्ष का ब्याज मम 400-:24 # 


»» 400 रु पर 3 वर्ष का ब्याज कल 24४3 रु रे 72 रु 
अत: 400 रु पर 6% वार्षिक की दर से 3 वर्ष का ब्याज 72 रू होगा। 


उदाहरण 20: 500 रु पर 4 वर्ष की अवधि का 8% वार्षिक की दर से ब्याज 
ज्ञात कीजिए। इस अवधि के अन्त में जो मिश्रधन देना होगा वह भी ज्ञात कीजिए। 
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हल ६ यहाँ ब्याज को दर 8% वार्षिक है। अत; 
000) रू पर ॥ वर्ष का ध्याज # 8 रू 


ना... रू 
। रू घर [ वर्ष का ब्याज गाए 


8 
50() पर | वर्ष का ब्याज 67 500-40 रु 


,. 500 रु पर 4 वर्ष का ब्याज रू 40 * 4 ल ]60 रु 
अब, मिश्रधन &>? (मूलधन) +7 (ब्याज) ७ 500 रु + 60 रु 
ल्‍े 660 रु 
इस प्रकार, 4 वर्ष के अन्त में ब्याज 60 रु और मिश्रधन 660 रु होगा। 


उदाहरण 2: चार्ली ने 6000 रु 2५ वर्ष के लिए एक ब्रेंक में जमा 'किए। 4५% 
वार्षिक की दर से चार्ली को बैंक कितना ब्याज और कितना मिश्रधन देगा? 


हल; दर 5 4% वार्षिक, अर्थात्‌ 
00 रु पर | दर्ष का ब्याज ले 4 रु 


ौै 
| रु पर ] वर्ष का ब्याज 5-- झ 


0( 
/.. 6000 रु पर ] वर्ष का ब्याज # हा <6000 रु £। 240 रु 
/«. 6000 रु पर 2 ३ वर्ष अर्थात्‌ > वर्ष का ब्याज 5 240< 2 रु 
मे 600 रु 


साथ ही, पिश्रधवन &-ए?+] 
म्ै।ः 0009) रू + 600 5 6600 # 


अत; बैंक चार्ली को 600 रु ब्याज और कुल मिलाकर मिश्रथन के रूप में 
6600 # देगा। 


प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग ।29 


प्रश्नावली 5.5 


3. रिक्त स्थानों को भरिए : 


() मूलधन 5 500 रु, ब्याज की वार्षिक दर 5 8%, समय 5 3 वर्ष, 
ब्याज +--- 


0) मूलधन 5 2000 रु, ब्याज की दर 5 6% वार्षिक, समय > 4 वर्ष, ब्याज 


(0) मूलधन 5८ 800 रु, समय ः 2 वर्ष, दर ८ 5 न & वार्षिक, ब्याज ८ ----, 
मिश्रधन +--०--+« 
(४) मूलधन + 2600 रु, समय # 2 > वर्ष, ब्याज की दर 5 4% वार्षिक, 


ब्याज +----, मिश्रधन ८ ---- 


(एे मूलधन + 6000 रु, समय ८ ३ 2 वर्ष, ब्याज को दर 5 4 न ४ वार्षिक, 
ब्याज +----, मिश्रधन 5८ ---- 


2, अनिता अपने बचत खाते में 5000 रु जमा कराती है। बैंक 4% वार्षिक की दर 
से ब्याज देता है। इस धन पर अनिता को [| वर्ष बाद ब्रेंक से कितना ब्याज 
मिलेगा ? 


3, सक्षमा ने 2000 रु एक वित्त कम्पनी में जमा कराए। कम्पनी 5% वार्षिक 
[ 
की दर से ब्याज देती है। 4 तर वर्ष बाद सलमा को कितना मिश्रधन मिलेगा ? 
4. 5000 रु पर 6% वार्षिक की दर से ]46 दिन का ब्याज ज्ञात कीजिए। 


[संकेत $ 446 दिन ८ 240 


2, 
वह वर्ष श्र वर्ष] 


5. अकबर ने % वार्षिक की दर पर 3800 रु उधार लिए। | दा वर्ष बाद उसे 
कितना ब्याज देना पड़ेगा ? 


30 गणित 


6. मूर्ति ने जॉर्ज से 8%$ वार्षिक की दर पर 27000 रु उधार लिए और 2 रर वर्ष 
बाद कुल राशि चुका दी। ज्ञात कौजिए कि मूर्ति ने कितना मिश्रधन चुकाया । 


7. बविलियम ने 52000 रु एक वित्त कम्पनी में जमा किए। यह कम्पनी 8% वार्षिक 
की दर पर ब्याज देती है। विलियम को 2 वर्ष बाद मिलने वाला ब्याज और 
पिश्रधन ज्ञात कीजिए। 


8. शबाना ने अपनी सहेली से 3% वार्षिक की दर पर 6500 रु उधार लिए। 6 
मास बाद उसमें उधार चुका दिया। ज्ञात कीजिए कि उसने अपनी सहेली को 
कितनी राशि चुकाई। 


9, डायना ने एक स्कूल को 20000 रु दान में दिए। इस राशि के ब्याज से प्रति 
वर्ष समान मूल्य की 5 छात्रवृत्तियाँ दी जाती हैं। यदि दानराशि पर 0% वार्षिक 
की दर से ब्याज मिलता है, तो प्रत्येक छात्रवृति का मूल्य ज्ञात कीजिए। 


80, काप्तिम और राजा को 5600 रु की समान शशियाँ [2 प्र % वार्षिक की दर 


से क्रमशः 2 रे वर्ष तथा 4 पर वर्ष के लिए उधार दी गई। कासिम और शजा 
को जो ब्याज देना पंडेगा, उनमें अंतर ज्ञात कीजिए। 
8. एक किसान ने दूसरे किसान से 2% वार्षिक की दर से 24000 रु उधार लिए। 


2 प्र वर्ष के अन्त में पहले किसान ने दूसरे किसान को [2000 रु और एक 
गाय देकर उधार चुकता कर दिया। गाय का मुल्य ज्ञात कीजिए। 
[संकेत : मिश्रधन 5८ 2000 रु + गाय का मुल्य] 


[2. फीरोज ने अमरीक सिंह से 8% वार्षिक की दर पर 2000 रु उधार लिए! 6 
वर्ष बाद फीरेज में अमरीक सिंह को 2500 रु और एक घड़ी देकर उधार चुका 
दिया। घड़ी का मूल्य ज्ञात कीजिए। 


प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग ।3॥ 


४बंगंगांयांड४ं आंत के के म्श्व्नणूण--नछु। 4 धनधगा५प्मनाय पका गाव अगिष्म्याफीणाशगार अधीन धगापकााध्या ब्यपणापय फट यीखि “सा --! प्रमाण धमूकम: «कल्याण मा मूं- हा, । मा बम अमान पी साय प्फाप--पम्मन- पे ध्याा पक हक कक 


याद रखने यांग्य बातें 
, जिस भिन्‍न का हर 00 हो उसे प्रतिशत्त कहते हैं। 
2, प्रतिशत को भिन्‍न के रूप में व्यक्त करने के लिए, प्रतिशत बताने बाली 


संख्या को पा से गुणा कर प्राप्त होने वाली भिन को सरल कर लेते 
हैं। 


दशमलव को प्रतिशत के रूप में व्यक्त करने के लिए, दशमलव बिन्दु को 
दो स्थान दाईं ओर खिसकाकर % का संकेत लगा देते हें। 


4. प्रतिशत को दशमलव के रूप में व्यक्त करने के लिए % संकेत को हटाकर 
दशमलव बिन्दु को दो स्थान बाई ओर खिसका देते हैं। 


8. जब वि, मू, > क्र. मूं, तेब लाभ - कि. मू, - क्र. मू, 
6. जब वि. मू, < क्र, मू,, तब हानि ल क्र. मू. - वि.. मू, 


(जे 


लाभ % हू 2700 

7 क्र मु, 
हामि % > “ते ४!00 

क्र, मू . 


8. ऋणदाता से उधार लिया गया धन मूलधन कहलाता है। नियत समय के 
बाद मूलधन के अतिरिक्त दिया गया धन ब्याज कहलाता है। 

9, नियत समय के अन्त में दिया गया कुल धन मिश्बरथन कहलाता है। 
अत; भिश्रधन 5 मूलधन + ब्याज । 

]0. दी गई राशि पर ब्याज निकालने के लिए. प्रतिशत की धारणा और ऐकिक 
विधि का प्रयोग किया जा सकता है। 

[. यदि ऋण की पूरी अवधि में मूलधन वहीं रहे, तो इस मूलधन पर लगने 
वाले ब्याज को साधारण ब्याज कहते हैं। 
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अतीत के झरोखे से 


वाणिज्य और व्यापार के क्रियाकलापों की कहानी उतनी ही पुरानी है जितनी 
भानव सभ्यता की। आदिम मानव शिकार कर एक या दो दिन के लिए, आवश्यक 
भंडार ही रखता था। सभ्यता के विकास के साथ-साथ आदिम व्यक्तियों ने समूह 
में रहना सीखा और आवश्यकता से अधिक उत्पादन करना भी आरपम्भ किया। 
अतिरिक्त खाद्य सामग्री तथा अन्य वस्तुओं का उपयोग दैनिक जीवन के लिए 
आवश्यक अन्य सामाम की अदला-बदली (विनिमय) में होने लगा। यहाँ से वाणिज्य 
और व्यापार की कहानी आरम्भ हुई। बाद में, विनिमय के लिए मुद्रा का प्रयोग होने 
लगा जिससे व्यापार फलने-फूलने लगा। ईसा से 2450 से 2330 वर्ष पूर्व की मिट्टी 
के शिलालेखों से इस बात के प्रमाण मिलते हैं कि बेबीलोनिया के लोग उस समय 
बिलों, बचन-पत्रों या रूक्‍कों, न्‍यासों या गिरवी पत्रों, करों, साधारण तथा चक्रवृद्दि 
ब्याज और अन्य व्यावसायिक गतिविधियों से परिचित थे। 


भारतीय गणितज्ञ ब्रह्मगुप्त और भास्कर त्रैरशिक नियम (तीन का नियम) 
बनाने के लिए प्रसिद्द हैं। यह नियम सदियों तक व्यापारियों के काम आता रहा और 
इसलिए उनकी आँखों का तारा बना रहा। 628 ई के लगभग ब्॒द्षगुप्त ने यह नियम 
कुछ इस प्रकार बनाया : 


“न्रैशशिक नियम में वर्क (/इफ्रासां), फेल ((४77) और माँग 
(८९६4४४॥०४)- पर्दों के नाम हैं। तर्क और माँग का एक प्रकार का होना 
आवश्यक है। माँग ओर फल के गुणनफल को तर्क से विभाजित करने पर 
परिणाम या उत्पाद (#7०4॥८८) प्राप्त होता है।'! 


एक अन्य भारतीय गणितज्ञ महावीर (लगभग 850 ई) ने भी इस नियम को 
लगभग इसी रूप में इस प्रकार बताया: 


“फल और इच्छा के गुणनफल को ग्रमाण से भाग देने पर उत्तर 
आ जाता है, जब इच्छा और प्रमाण एक ही प्रकार के होँ।!! 

चौदहवीं शताब्दी के अन्त में आकर यह बोध हुआ कि तीन का नियम 
समानुपात से सम्बन्धित है। अनुपात के संकेत ':' और समानुपात के संकेत '; ४' 
संभवतः सर्वप्रथम एक अंग्रेज गणितज्ञ अध्टेड (0ए॥०व) ने ॥628 ई में दिए। 

रोमवासियों ने ऐसी भिन्‍नों का प्रयोग किया जो सरलता से शतांशों में बदली 
जा सकती थीं, परन्तु उन्हें प्रतिशत का ज्ञान नहीं था। पन्द्रहवीं शताब्दी की एक 
इतालवी पाण्डुलिपि में 20%, .0% और 6% के लिए क्रमशः '20 9 00', 


प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग [33 


';0०शा॥०' तथा 'शं9०”' जैसे व्यंजक बहुलता से मिलते हैं। इस प्रकार प्रतिशत का 
संकेत आरम्भ में '0७/००', '00" आदि के रूप में पाया जाता है। सन्नहवी शत्ताब्दी 
के मध्य में यह संकेत 00 %' का रूप ले चुका था। अंत में '(७/ ' को छोड़ 
दिया गया और इस संकेत ने वर्तमान रूप '%' ले लिया। 


भारतीय गणितज्ञ भास्कर ने प्रतिशत का प्रयोग अपनी सुविख्यात पुस्तक 
लीलावती में ब्याज के प्रश्न हल करने में किया। सोहलवीं शताब्दी में प्रतिशत का 
प्रयोग मुख्य रूप से ब्याज तथा लाभ और हानि के परिकलनों में होता था। 


वाक्यांश /लाभ और हानि' उसी अर्थ में प्रयुक्त होता था जिसमें इसे हम 
आज करते हैं। सोलहवीं शताब्दी में इस विषय की लोकप्रियता इस तथ्य से सिद्ध 
होती हैं कि लगभग ॥56॥ ई की अपनी पुस्तक #€ट/शा9॥ट में एक गणितज्ञ वर्नर 
(॥४९/) ने इस विषय पर 47 पन्‍ने लिखे। ऐकिक विधि भी इस अवधि में सबको 
ज्ञात थी। इस बात का एक प्रमाण यह है कि एक इतालवी गणितज्ञ यर्दालिया 
/॥77ए०/व) (लिगभग 556 ई) ने इस विधि का प्रयोग निम्नलिखित प्रश्न के हल 
में किया: 

'यदि । पॉंड' रेशम का मूल्य 9 लीरे (॥४) 78 सोल्डी (0वां) हो, वो 8 
आस रेशय का मूल्य क्‍या होगा?” 


बीजीय व्यंजक 





5.] भूमिका 


अभी तक हम संख्याओं को व्यक्त करने के लिए 0, ॥, 2, 3, 2, 35, 
आदि जैसे संख्यांकों का प्रयोग करते आए हैं। अंकगणितीय परिकलनों के लिए हम 
जोड़, घटा, गुणा तथा भाग की संक्रियाओं के लिए क्रमशः संकेतों +, -, »५+ का 
प्रयोग करते आए हैं। कभी-कभी संख्याओं को व्यक्त करने के लिए 6, #, ८», 
५ £ आदि अक्षर भी संकेतों के रूप में प्रयोग किए जाते हैं। याद कीजिए कि 
अध्यायों ।, 2 और 3 में हुए पहले ही ०, 9, ८ का ग्रयोग संख्याओं को व्यक्त करने 
में कर चुके हैं। अक्षों का यह प्रयोग हमें व्यापक रूप से सोचने में सहायक होठा 
है। आगे आने वाले उदाहरणों से यह बात स्पष्ट हो जाएगी। 


([, *'व ४7 ' 4७.४5 2“ /६ पारकड्रसाणी जद (व $ 0) ।।. जिन 
९३ 


। ४ ॥ 7! ता है 
ब्रा की । 





(॥) 
आकृति 6.7 
(।) आइए, आकृति 6. में दिखाए गए वर्गों को ध्यान से देखें। भुजा 3 मात्रक वाले 
वर्ग [आकृति 6.] ()] का परिमाप (3 + 3 + 3 + 3) माजन्रक 5]१2 माज्रक था 
4 ४ 3 मात्रक है। भुजा 4 मात्रक वाले वर्ग [आकृति 6.। ([#)] का परिमाप 
(4 + 4 + 4 + 4) मात्रक & ॥6 मात्रक या 4 ५4 मात्रक है। इसी प्रकार, 


बीजआाय ध्याका ॥३% 


(6. 6 + 6 + 6) मात्रक >> 24 मात्रक या 4 ४० गानत्रक, भुजी 6 माल्नक॑ सॉमल 
बर्ग [आकृति 6.] [#)| का परिगाप है। ध्याव दीजिा। कि प्रसेक जवबस्था में पर्माप 
भुजा की लम्बाई का चार गुना हे। अर्थात 
द गरिताप ७4 ४» (भुजा की हाम्माई) 
एस कथन को वर्ग क॑ परिगाप के लि ण अक्षर /7, आए भूजा को लायाई के 
लिए अक्षर + के प्रयोग से और अधिक छोटा बनाया जा सकता है। इस प्रकार, '़ि 
भुजा की लम्बाई & मात्रक हो और परिगाप # माजत्रक हो, तो हम लर्सेंगे: 
(7 ब् जा (|) 
यह नियम सभी मात्रकां तथा वर्ग की भुजा की सभी सम्शव लम्बाइसों के 
लिए सही है। ध्यान दीजिए कि यहाँ ।' और ,. संख्याओं का व्यक्त कर रहे हीं 
(2) मान लीजिए कि एक हताई जहाज की चाल ॥200 किमी प्रति ऊंटा है। तय 
हवाई जहाज द्वारा 2 छठे में तय की गई दुरी होगी ॥200 ४ 2 किमी «2400 किमी। 
हवाई जहाज द्वारा 3 घंटे में तय की गई दूरी होगी ॥200 » 3 किमी ८ 3600 किगी। 
हवाई जहाज 4 छंटे में दूरी तय करेगा 200 »4 किमी & 4800 किमी। 
यदि हवाई जहाज को चाल 900 किमी प्रति घंटा रह जाए, तो दो घंटे में 
तय की गई दूरी 900 »2 किमी « 800 किमी होगी, जबकि 3 घंटे म॑ हवाई जहाज 
दूरी तय करेगा 900 »3 किमी 5 2700 किपी। 
ऊपर के उदाहरणों से हम व्यापक रूप में यह कह सकते हैं कि हवाई 
जहाज द्वारा तथ की गई दूरी चाल तथा समय का गुणनफल होगी। तात्पर्य 
यह है कि 
दूरी 5 खाल ४ समय 
दूरी के लिए 6, चाल के लिए $ तथा समय के लिए अक्षर + का प्रयोग करन पर 
उक्त कथन को इस प्रकार लिखा जा सकता हैं; 
(चूत | (.) 
नियम (॥) की भौँति यह नियम भी सभी 'ात्रकों, और & तथा + के सभी सम्भव 
मानों के लिए सही है। ध्यान दीजिए कि यहाँ भी अक्षर 6,& और । संख्याओं के 
लिए प्रयुक्त हुए हैं। 
इस प्रकार ऊपर के दो उदाहरणों से हम यह देख सकते हैं कि संख्याओं 
का अक्षरों द्वारा व्यक्त करने से हमें अधिक व्यापक रूप से सोचने में सहायता मिलती 


।530 पति 


है। दूसरे शब्दों में कहें तो ऐसा करने से हमें एक नियम प्राप्त करने में सहायता 
मिलती है (इस नियम को प्राय: सूक्र कहा जाता है)। इस सूत्र के प्रयोग से हम 
सूत्र में आए अक्षरों का केवल मान बदलकर एक जैसी सहत्त्रों समस्याओं को हल 
कर सकते हैं। 

जो अक्षर संख्याओं को व्यक्त करने के लिए प्रयुक्त होते हैं उन्हें 
अक्ष-संख्याएँ (हक शराए/श5 ) कहा जाता है। ध्यान रखिए कि जब तक 
अन्यथा न कहा जाए, आगे से यह कहने के स्थान पर कि .७ एक संख्या को 
व्यक्त करता है, हम केवल यह कहा करेंगे कि .. एक संख्या है। इसी भौंति 
यह न कह कर कि ७ एक संख्या को व्यक्त करता है, हम केवल यह कहेंगे कि 
५ एक संख्या है हृत्यादि। 

क्योंकि अक्षर-संख्याएँ वास्तव में तो संख्याएँ ही होती हैं, अत: संख्याओं क॑ 
लिए जोड़, छटा, गुणा, भाग आदि संक्रियाओं से जुड़े सभी नियम (चिह्रों वाले भी) 
इन पर भी लागू होते हैं। इस कारण अक्षर-संख्याएँ इन संक्रियाओं क॑ सभी नियमों 
एबं गुणों का पालन करती हैँ। उदाहरण के लिए, निम्नलिखित सभी नियम तथा 
संकेतन सही हैं; 

() दो अक्षर-संख्याओं ५ और ५» के योगफल (योग) को .0+ ५» लिखते 


हैं। 

0) यदि अक्षर-संख्या » को अक्षर-संख्या . में से चघठाया जाए, तो अंतर 
को .४- » लिखते हैं। 

0॥) दो अक्षर-संख्याओं + और » के गुणनफल को .४% ४या .(/ लिखते 
हैं। 


(0४) किसी अक्षर-संख्या . के अपने आप से बार-बार गुणनफल को 
ज्रातांकोय (४9णाशांध।) रूप में लिखते हैं। इस प्रकार, 
५३८ "५८.४७ - ,४', ७ ४ 0७३८ ५ ४.७ -- ., आदि। 


(५) किसी अक्षर-संख्या ५ को किसी अक्षर-संख्या »(&0)से भाग दें , तो 
व 
भागफल को हू लिखते हैं। 


सभी अक्षर-संख्याओं ., ५: के लिए, 
(श) ++ ४८४ +.४ 


(शो) 3४ # 20 


बीजीय च्यंजक [१7 
शा) (४+ 9) + 2 5 ४ + (५+ ८) 
(0) 3 (५+ 2) 5 ४५ + |? 
(॥) (+ छ ८5 2+ हट 
00) 2» (७७ 2) 5 (४५७) # £ 
अब॑ऊपर बताए गए नियमों को उदाहरणों से स्पष्ट किया जाएगा। 
उदाहरण  ; वह संख्या लिखिए जो » से 3 क्रम है। 


हल; वह संख्या जो » से 3 कम है, » में से 3 घटाने पर प्राप्त होगी। अत; 
बाँछित संख्या 9-3 है। 


मै || है 
उदाहरण 2: जेह संख्या लिखिए जो » के पर से 5 अधिक है। 


दो 8 


अत; से 5 अधिक संख्या है : पर+5 


उदाहरण 3६: उेह संख्या लिखिए जो » और » के गुणनफल से 5 कम हो। 
हल! #४ और » का शुणनफल <“ 5» ४.४५ 
अतः वाॉँछित संख्या -४५-5 
उदाहरण 4६. निम्नलिखित कथनों को संख्याओं, अक्षर-संख्याओं ओर अंकगणितीय 
संक्रियाओं का प्रयोग करके व्यक्त कीजिए: 
(0) बृत्त का व्यास इसकी त्रिज्या का दुगुना होता .है। 
0) आयत का क्षेत्रफल इसकी लम्बाई और चौड़ाई का गुणनफल होता है। 
हल; 
(0) यदि वृत्त के ध्यास को ८ से और त्रिज्या को +# से व्यक्त करें, तो 
दिए हुए कथन से प्राप्त होता है; 
(॑ - 27' 
(0) कृत के क्षेत्रफल, लम्बाई और चौड़ाई को क्रमशः 8,। और ४ से 
व्यक्त करने पर, दिए हुए कथन के अनुसार 
2 + | * #9 ८ 
9 ७ ६ 


[3४ गाणित 


प्रश्नावली 6.॥ 


निम्नलिखित को संख्याओं, अक्षर-संग्याओं और आअंकगणितीय संक्रियाओं का 
प्रयोग करते हुए लिखिए: 


()) 
(|॥) 
(॥॥) 
(|५) 
(४) 
(५) 
(५॥) 
(५) 
(५) 
(४) 
() 
() 


(॥) 


(५] 
(५) 


संख्याओं 6 और « का योग 

संख्या » सं 3 अधिक संख्या 

संख्या ५. का एक तिहाई 

संख्याओं + और ४ के योग का आधा 

संख्या 7 से ५ कम संख्या 

संझा 7 में से 7 घटाने पर प्राप्त संख्या 

*कों ९ से विभाजित करने पर प्राप्त संख्या से 2 कम संख्या 
संख्या & के दुगुने से 3 अधिक संख्या 

मंख्या +का सस्‍्वय॑ से गुणनफल 

संख्या 2 कौ 5 गुनी संख्या 

वह संख्या लिखए जो : से 5 कम हा। 

एक संख्या, ५ से 3 अधिक है। वह संख्या लिखिए । 

दो संख्याओं का योग » है और इनमें से एक संख्या 4 है। दूसरी 
संख्या लिखिए। 

४ में 4 जोइने से ८ प्राप्त होता है। ८ को ७ के पदों में लिखिए 
४ में से 4 घटाने पर : प्राप्त होता है। ८ को ,£ के पदों में लिखिए। 


निम्नलिखित कथनों को संख्याओं, अक्षर-संख्यओं. और अंकगणितीय 
मंक्रियाओं का प्रयोग करते हुए लिखिए। यह भी बताइए कि प्रत्येक अक्षर 
कया व्यक्त करता हैं। 


(]) 


(॥) 


क्रिसी वस्तु का विक्रय मूल्य उसके क्रय मूल्य तथा प्राप्त लाभ का 
योग होता है। 


मिश्रधन, मुलधन तथा ब्याज के थोग के बराबर होता है। 
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6.2 बीजीय व्यंजक 
! "- ] 
हमने 6 +.५ +१- ३ . पर 5 
किया है। ये सभी बीजीय व्यंजक हैं। इनके कुछ और उदाहरण हैं 
जज, #+7-०५ 40 -4/#, 23, .+.७, 8.07 + 3 आदि। वास्तव में, 
बीजीय व्येजक संख्याओं, अक्षर-संख्याओं और अंकगणितीय संक्रियाओं के 
समायोजन से बनता है। + तथा - के एक या अधिक चिह्न व्यंजक को 
कई भागों में बॉँट देते हैं। अपने चिह्न के साथ प्रत्येक भाग व्यंजक का एक 
पद' (/(३)) कहलाता है। प्राय; व्यंजक के पहले पद का + चविह बना लिखे 
छोड़ दिया जाता है। उदाहरण के लिए, + ७ -30 न लिख कर हम केवल 
४-30 ही लिख देते हैं। यहाँ ५ और - 30 व्यजञक ४-30 के पद हैं। 
४, + # [या 0) और -८, व्यंजक् 6+#-८क॑ यद हैं। । 83४: + ले में 80%: 
और 3 इस बीजीय व्यंजक के पद हैं। 


जिस बीजीय व्यंजक में केवल एक ही पद हो, उसे एकपदी (आशछ्ाए॥ांतधा) 
कहते हैं। 23, 29, 5.0, .0८. 45 आदि एकपदियों के उदाहरण हैं। दो पदों वाला व्यंजक 
द्विद (#ए6कंथा) केहलाता है। ट्विपदों के कुछ उदाहरण हैं : ५- 30, 23 -2:, 
2। + 29 आदि। अब यह बताइए कि त्रिपद्‌ (00) क्‍या होंगे! 


तीन पदों वाला व्यजक त्रिपद कहलाता है। उदाहरण के लिए, 67 + ता + 
४१, ॥- ४-2 त्रिपद हैं। (त्रिपदों के कुछ और उदाहरण दीजिए।॥ 

दो बीजीय व्यंजक समान या बराबर कहलाते हैं, यदि दोनों में ठीक चहीं 
पद (किसी भी क्रम में) हों। उदाहरण को लिए, #+ 20 और 27+ ४? समान 
व्यंजक हैं। 


[8592 जैसे पद में 78, .७ » और : इसके गृणनखंड' (/.८४०/७४) कहलाते 
हैं। . ४ और : तो अक्षरीय गृणनखंड हैं। जबकि 8 संख्यात्मक' गुणनखंड' है। 
इनमें से प्रत्येक शेष गुणनखंडों के गुणनफल का गुृणांक (€”शलंश्या) कहलाता 
है। इस प्रकार » पद ॥992 में 8४८ का गुणांक है। ]8 पद [6 ४५2 में (४४ का 
गुणांक है; 2५, ।8: का गुणांक है; 5, 48.0' का गुणांक है, आदि। कभी-कभी केवल 
संख्यात्तकत गुणांक को ही पद का गुणांक कहा जाता है। इस अर्थ में हम पद 
[8४92 में 48 को इस पद का गुणांक कहेंगे। जब किसी पद में गुणांक ॥ या -१ 
हो, तो '' को प्राय: लुप्त कर देते हैं। उदाहरणतः ॥%को » लिखते हैं और -१५ 
को -४ लिखते हैं। 


७ आदि जँसे व्यंजकों का प्रयोग 


]॥॥ शागिम 


जब पदों के अक्षरीय गुणांक वही हों, तो उन्हें समान पद ((॥९ /०।॥॥3) कहते 
हैं। अम्यथा इन्हें अम्नमान पद (00 (४४४) कहा जाता है। उदाहरण के लिए 
व्य॑जक 20 -30+ 759 + 45 में 27"तथा 70 समान पद हैं; -3५ और 4४ समान पद 
हैं। परन्तु व्यंजकों 6+#-6, ४-35, या 4/4 -40/ - 4/58 + 467 के सभी पद असमान 
हैँ। 
उदाहरण 5५; निम्नलिखित में एकपदी, ६8िपद और त्रिपद्‌ बताइए: 
(() 7[१- 40 ([) 47? « 308/+ ॥|& (॥॥) 3: 
हल; 0) #- 46 में 77और - 4६ दो पद हैं। अतः यह द्विपद है। 
() 47- 30+ 75 में 49.- 30 और 7#वीन पद हैं। अतः यह त्रिपद है। 
(॥) 32 में केवल एक पद 3: है। अत; यह एकपदी है। 
उदाहरण 6; निम्नलिखित में से किस युग्म के पद समान हैं? 
() 6:. ।#0 (॥) ॥70, -8.9' (॥) 00%, -॥ (५७) 5.४7%, |5.0. 
हल; (७)6: और ॥8:में अक्षरीय गुणनखंड क्रमश: और  हैं। अर्थात्‌ 6: और 
80 के अक्षरीय 'गुणनखंड वही नहीं हैं। अतः ये असमान पद हें। 
_[) |# और - 8.0 में बही अक्षरीय गुणनखंड ७ है। अतः ये पद 
समान हैं। 
(॥) ]09' का अक्षरीय गुणनखंड ४४ है, जब्नकि -5५का + है। क्योंकि दोनों 
पदों के अक्षरीय गुणनखंड अलग-अलग हैं, अत; ये असमान पद हैं। 
(४) दिए गए पदों के अक्षरीय गुणनखंड क्रमशः >तथा ७ हैं। अतः ये 


अप्षमान पद हैं। क्‍ 
उद्हरण 7: निम्नलिखित व्यंजकों के पदों में » का गुणांक क्‍या है? 
(]) ११८: (॥)-7):2+ 0५ (॥).0-॥' 


हल; ॥()पद 80: «७ (8४८) ५ है। अतः » का गुणांक 8४; है। 
ही). +75४+ 6७ में + वाला पद 60है। 6७ में »का गुणांक 6 है। 
00) ४-५ में वाला पद »है। स्पष्टतः ५ का गणांक १ है। 
00७, 


जा रखने 447] 
पश्नावली 6५.2 


। मिम्नलिखित में से कौन-कौन से एकपदी, कौन-कौन से हिपद और कौन-कौन 
से त्रिपद हैं? 


() 40 30 (0) ४/+४%+ £ (॥) €#+ धर - स( 
(५) .४* (५) 7 (५) .॥ 

(ए) 4/70 -+ 46//? + /' (शा) 0.7- 20 + न॑ (5६) .४+ ९ 

(४) जेत70' (४) ४+ 3) (॥॥) ४: - 


, निम्मलिखित में से समान पद बताइए: 

>> 700, - 0४८, -8627 ए, 3095, >> 5४७४, 209, 6.४9, -०४: 
, निम्नलिखित व्य॑ंजकों में » के गुणांक लिखिए: 

“ नै), ने *।+ 39, /“-ै + ४, ॥7%, । 75१५ 


, निम्नलिखित प्रत्येक व्यंजक में ५ का गुणांक ज्ञात कीजिए; 


() (2 - ११५ (॥) ४४- ४ 0 7५४४-77. 

(४) 39%: + 3.0४: (४) +-> 00४४ + 59 (४) 5.0७ + 2५ 
. निम्मलिखित किस युग्म में असमान पद हैं? 

() 3.0. - /५ (॥) स्‍53, [9 

त॥) |+७, - 29 (४) |548, - 40? 


, निननलिखित में से समान व्यंजक छॉटिए; 
ते (७४+ १७४), 2.0-0४, ४ + 9, -> शक 2.0, 3५४४ + 3.७, 9 + /४' 
शेष व्यंजकों को किसी अन्य रूप में लिखिए। 
5.3 बीजीय व्यंजकों पर संक्रियाएँ 
हम जानते हैं कि बीजीय व्य॑ंजकों में कुछ समान तथा कुछ असमान पद हो 


सकते हैं। अत; बीजीय व्य॑ंजकों का योग करने में हम समान पदों का योग करते 
हैं। इसी प्रकार, घाटाने की क्रिया करते समय हम एक समान पद में से दूसरा समान 
पद घचटाते हैं। प्रश्न यह उठता है कि समान पदों का योग करेंगे फंसे? उदाहरण 
के लिए, ३30 और 75 को ले लें। माना कि हमें 3५ + 7. का मान ज्ञात करना 
हैं। हम जानते हैं कि 


0 *(9+८)मन्ध'0+0*-0या ध(#9+ ८) धर?+ ((४(' 


[.]2 गाणित 


और (()+८७)-(5१ ० ६क ८ र्यी (9+८)०च5 ४६ + ८० 
इस प्रकार, ३3४ + 7. # [3+ 7) ५ ऊ ।()९ 
और इसी प्रकार, 80 क 40४ » (08 + मै) १ 
- [2.7 आदि 
अब माना कि 4५ को ॥॥ में से घटाना है। हम लिख सकते हैं कि 
)१]५ - 4५ # ६] - 4)? ऋ#7५ 
और उस्मी प्रकार, 
॥80' “ 3,090 + 029 & (48 “ 3 + 0) १! ८ 24.0%' 
अतः; समान पदों को जोड़ने था छाटामे का नियम थह हे; 
दो या दो ये अधिक' समान पदों का यांग इन्हों की समान वह पढ़ 


होता है. जिसका संख्यात्मक गृणांक जोड़ो जा रहे पदों को संख्यात्मक 
गुणांकों का योग हो। 


इसी प्रकार, 

दो समान पदों का अंतर इन्हीं के समान वह पद होता है जिसका 
संख्यात्मक गृणांक इन प्रदोँ के संख्यात्मक गृणांकों का अंतर हो। 
उदाहरण 8: 3४५, - 2[20 और - [! (4 को जोडिए। 
हल; योगफल इन्हीं के समान एक पद होगा जिसका संख्यात्मक गुणांक होगा: 

उे5+2-[]5 - ॥0 

अत; 3२2) :“ 2769 5 4 रू + [07० 
उदाहरण 9; 8४४१ में से 24४7१ को जगइए। 
एल) 8४४४ - 24 5 (8 + 24)0670'* 5 5: + ।040 


उदाहरण १0: समान पदों को समूहित कर व्यंजक 
"के ऊेश के जो+ है +5५+क 90 -4 को सरल कीजिए। 


हल; पदों का आगे-पीछे कर, समान पदों का समूहन कर, हमें निम्न प्राप्त होता 
है; 


“ 4. क 0 + 9७+ 3.0  - 50 - 8 - 4 


नग्( “5 /+व+०).४+(3-5).७ - [2 
घ्य्ज हक के 84 “- 2 


सीजीय आऋभिक ॥]5% 


तंदहरण ॥; ब्यंजकां 3०+ 4/-5:,5५+ 20, 70: - 8४५ और 4. ०७ -»: का योग 
ज्ञात कोजिए!। 

(७: व्यंजकों का योग ज्ञात करन के लिए, हमें इनक समान पदों को जोड़ना होगा! 
सुविधा की दृष्टि से व्यंजकों को ऊपर-नीचे इस प्रकार लिख लेंगे कि इनके समान 


पद एक स्तम्ध* ((८जा।।ए॥) में, आर्थात्‌ एक-दूसरे के ऊफ-नीचे हों जैसा नीचे दर्शाया 
गया है; 


3.४ + (४ - 372 
के 2.0 +॑ ०) 
न 7 5 0४ 
+ 4.0 ७ 9५- 53: 


अर. ब्रान्‍ता आजा | 


80५ - (४ - 0: 


तय कमा आानयामिित-,. मय न्यूड. आसन सन 2. जस्खि्किज जा १७ डर 


दाह्चर्णु १2; ।207-5४:-०75४ को |500+ 0४४ + 7:70 में से अराष्टार। 
एलः रएक तए ! 75४ + (209 - 49: - 95५) 
जि के 0१.2 *% /05ए *# थििए के 00४ + फैट 
वे जज + 209 क 0४८ + 0४८ + 750 + 9७:८५ 
घन जे भव + |075 
वेकाल्पिक' रूप से हम ऐसा भी कर सकते हें; 
0) पहले वह च्यर्जक लिखें जिसमें से दुसरे व्यंजक को छाटाना है। 
0). अब इसके नीचे दूसरा व्य॑ंजक (जिसे छाटाया जाना है) इस प्रकार लिखें कि 
दानों व्यंजकों के समान पद एक्र ही स्ताथ में (अर्थात्‌ ऊपर नीचे) हों। 
0). अब घचथए जाने वाले व्यंजक के प्रत्येक पद का चिह् बदल कर पहले 
की भाँति जोड़ लें। इस प्रकार हमें प्राप्त होता हैं 
[3.00 *% 0१: + 75४ 
2,0४ “2007 + 7:7९ 
-- कफ .... + 
उक्त क [2+ 65६ 


नाल. "रबर ० ण “० >ख्य उन्‍क ब्कज का जार. टन डर ग-+-+क कनस+ 43 नानक पारी -मा आ आज उमर. कक 


“इस पहेश्य को पूरा करने के लिए व्य॑ंजक (व्यंजकों) के पदों का क्रम, आवेश्यकता हो तो, बदला 
भी जा सकता है जैसे कि उदाहरण ११ के दूसो व्यंजक में किया गया हैं। 





।44 जाणित 


जुद्दाहरण 3 5 3.४ - 8+ [4, - 2.0 + [20 और - 4४ +[7 के योग में से 
0--,९- ) को घटाइए। 

हल: व्य॑जकों को हम भिल-भिन्‍न पंक्तियों में इस प्रकार लिख लेंगे कि इनके 
समान पद एक ही स्तंभ में हों। साथ ही, अंतिम पंक्ति के व्यंजक (जिसे चणया 
जाना है) के यदों के चिह्न भी बदल देंगे। ऐसा करने पर हमें प्राप्त होता हैः 


उ30«>5 छे + 
“ 20४5 + 23 
“- थडे + !7 
 + ० ] 
तन... नं + 
“ 40 + 30 + 29 


तकाज्यक विधि : पहले तीन व्यंजजों का योग कर, योगफल में से चौथा व्यंजक 
छ्रटा देंगे। 


3025 -. 8 + |7 “ 355 +4%+ 28 
- 207 + 425 हु + जज | 
“ चर + [7 -- +क॑. .+ 
“ उ + थ4ैंए + 28 > ८४2 + 57 + 29 

29 ६9 ६४ 
प्रश्नगावली 6.३ 


१... एकपदियों 295, 8५५ -$४, 2» का योग ज्ञात कीजिए। 
2. योग ज्ञात कीजिएः 

() पर 9-0, 92+*0९0-%, 2+ 6-2 का! 

(() - 92८, [30792८, 347८ का। 

(66) 30+49- 52, 60 + 79, [29 - 7: -- 9५ का। 

(९) उद् के [[0-+ |36 - [7, 8 -- !26 -- 7 ४ -- 36 का! 


3, 


4, 


9, 


0. 


जाजाग हु्मज % ॥45% 


(५) ४“ ह6.0%, 3.१४ -- ४, %+ । का। 

(श).. 60-35, 39 + 5.0 + 32, -5+ 29 - 32 का! 
निम्नलिखित का योग ज्ञात कीजिए: 

() ४, “29, - 39, 49 

(॥) 750, ७ ले॥)', 4.07% 

090)... 0७०४-८०, ४-८ ०.७४, (-.४४- ५४ 

(0०) ५४५-उ. + 4, - 9.0५ + 3.0 - 4 

(५) [3७, [0४७, - 5.४, #एं 


समान पदों का समूहन कर, सरल कीजिए! 
() ।20 -- 7/ - 3! 

() 3 + 4.07 - 8.07 + ].07 

(॥॥) 260 +- (9- 0) - 7 - (6 - /) 

([५४) 20- 7 + 8.0 -3/0+ ले - (' 

(५) [9#7 - 9॥ + व -+ लेगा - 8॥॥ -- है 
(पं) 20 -द्व +१ - 20 - १ + ध-( ६-१ - ८') 
(शी). (४ + 3.0 - 2) + (40 + 2.07 -- 2) 

(शी) ॥छ - ४४ +.ए + १४ - 4५) -.. ( --- 7 
पहले व्यंजक को दुसरे व्यंजक में से घटाइए: 
(|) 880४, 39“ 

(॥) 06070, -- | रध/ 

(॥] ]70<, 2367 

(6ए) . 60क 2-८, ०६ -- 0 -४' 

(५) ४ -+ जि + 2, ४.४ - - ८ 

(छए)... जैच्चॉल्‍0 + तर + फ, (४ के 207- 077+ (72 
(छं). +ौॉ - कस -+ 20, 22 क व) +- 33" 

(जी). +#ःक उअकाा, उेएए + जगह + है 

(2) “52.0 + |, “ 2."7+ 40 + 0 


टेख' के 37, 36 - 20* + (/ और - 662- 57 + 97 का योग ज्ञात कीर्जिए। 


[७ गणित 


/ 
8. 


9. 
]0, 
है है 


2. 


3. 


]5, 


09. 


4/. 


है| हि क्ष 


]9, 


5७0 “ 4.0४ + 33" की 3४-१४ - 4कए४ में से छाटाइए। 

3७ - 570 + ै।' और 24+ 40-5७ के योग में से 44-8४ -८+3 को जअसहुए। 
४ +५५+ ५ में क्‍या जीडें कि 202 + 30९ प्राप्त हो? 

-30+ 5०-8० में से क्‍या घटाएँ कि ।[0- [69+ 76 प्राप्त हो! 


7207 + के, ७ हो > ३3५४-४४ और (७+2४ के योग में से ३७ - ७ और 
9 +॑ ६४ के ३४ के योग को अटाइए)। 


[3॥ + ।0+ 9२ और - 77#+ 3# - $# के योग को (॥7-7॥- 5), - थ॥ + 
(१) - 0 और 50 - 4 + 39 के योग में से घटाइए। 


३६ .-20:+50+ | में क्‍या जोड़ें कि 0-27 + 4७-- | प्राप्त हो? 

३१ -५+: और -४- :के योग में से 37-४-<2 को घटाइए। परिणा: 
मे का गुणांक क्‍या है? 

ये ब्यंजकों का योग ल्‍-।०४ -2.0'+ ४-7 हैं। यदि इनमें से एक व्यंजक 
2१+ 307 .- 7/+ | हो, तो दूसरा व्यंजक ज्ञात कीजिए। 


23 .- १-5४ को -$ए - 3.७' -20" बनाने के लिए, इसमें से कया घयया 
जाए "? 

3 2८+ -/, 0|+ 3॥ * 27 और - 40 + 20 - 3। के योग को 29- 3॥-3, 
प0/ - (6 5 । और 3॥ - 260 - 3॥' के योग में से घटाइए। 

यदि &53.४-70+ 8, 8 5. 2+ 8७- 3 और (">-- 5.7 -- 30+ 2 हो, तो 
(--(' -- » का मान ज्ञात कीजिए। 


यदि #ऋ+3- 2, #&9५+2 और ८८७-५+2 १! हो, तो दशहिए कि 
(/+ ७ 4' है होगा। 


' ७.4 बीजीय व्यंजकों का मान ज्ञात करना ' 


जैसा कि पहले बताया जा चुका है, अक्षर-संख्याएँ मात्र संख्याओं को ही 


त्यक्त करती हैं। इस प्रकार व्यंजक 20+ 20 दिया होने पर यदि हमें # और 8 का 
मान ज्ञात है, तो हम इस व्यंजक के (संख्यात्मक) मान को ज्ञात कर सकते हैं। यदि 
इस व्यंजक में 0«७ा॥ और ४56 हो, तो इसका मान 2(0) + 2(6) ७ 20 + [2« 


30 होगा। अक्षर-संख्याओं के स्थान पर संख्यात्सक मान रखने को प्रतिस्थाएन 
(५४४7 ४877) कहते हैं। 


बाजाव 'अर्भई, (व / 


हदाहरण १4; यदि ॥>-2 हो, तो 2/0 - 30० + ४» -- | का मान निकान्निए। 
हल ६५८दिए गए व्यंजक में »«-2 प्रतिस्थापित करने पर, हें प्राप्त होता हे; 
2(० 2) - 3(- 2) + (७ 2) - | 

ने 2( - ३) - (न) - 2 - | 

प्ू+-+ [(0- | 2 -  - | 

प्5 नल] 
अतः ४ “2 होने पर, दिए हुए व्यंजक का मान -3। है। 
उदाहरण 45: यदि 452,#<८3, ८ | हो, तो 6+ 2 (8'+ ८”) का मान ज्ञात कीजिए। 
हल; दिए हुए व्यंजक में ०, ०, ८ के माभ रखने पर, 

हा के | (9 + (०) 2 + 2(3- + ]7) 

ध्ल्नक जज ([9+।)ऊ् सेव 
अतः जब #52,053 और ८<।| हो, तो दिए हुए व्यंजक का भान 24 होंगा। 
क % ७ 


प्रश्नावली ७6.4 


।, यदि 0७७] ओऔर ४#2हो, तो निम्नलिखित व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए: 


). ४ ४+४ तप). # कवय 0. ४-४) 

(७) 03% + 2 (४)... “४ + 50% + 7 (४)).. 2५४-४-+-- ज 
2, यदि ५॥ «0 और ४>- | हो, तो निम्नलिखित व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए: 

() ४-१ क 2. () ४+9५+ है ). .४ए+ ४४ 

(५०) ४४ ७४ (ए).. आ शा-,एफ्कज (शी) ४७&-२2४४- 5 


3, यदि 6८5।[, #>0 और /<>-| हों, तो निम्न का मान ज्ञात कीजिए; 
() ( - 2600[7# - थ) ((६) (67-3८ + ((- 3) (0 -- ॥ -- /"- 262) 


4. यदि (८७ |, »+2 और ८:>-+ हो, तो निम्नलिखित में से प्रत्येक व्यंजक का 
मान ज्ञात कीजिए: 
() ४ त).. ६-०० व). . ४क घाटे 
600) 2-3 क टी (श की-ट्रॉकओं. (श)  कए+ 207 
(शी) ((+क.-20 (शी) (४-४४) (3४ -ट2:) 


| ॥॥ 


95 


0. 


/ 


, संख्याओं को व्यक्त करने वाले अक्षर, अक्षर-संख्याएँ कहलाती हैं। 
, अक्षर-संख्याएँ स्वयं, तथा अक्षर-संख्याँ ओर संख्याओं के समूह, जोड़, घट, 


, एक या अनेक संख्याओं का समूह (जिनमें अक्षर-संख्याएँ भी सम्मिलित हैं) 


त 
्ड् पदों | 
* बीजीय व्यंजकों को जोड़ने या घटाने के लिए हम समान पदों का समूहन कर, 


॥गात्त 
यदि 65 |[8,७०।) और ८ > (6 हो, तो 47० ८का मान क्‍या होगा? 


यदि (५३६ हो, तो -- ("+32 का मान निकालिए। 


यदि .८-।. ५-2 और ८:53 हो, तो +४-१४-८४ का मान ज्ञात कीजिए 
(७ + ४-20 0 -| का मान क्‍या होगा, यदि 0७७>-] हो? 


3... >म> अमान वाया काना अन्न का आजा आओ - सम नमी का. विाज्ॉजजतता वफाम (नरम हि था ७० नामक जग. ६६६० --जोहजी ० भाायापाइइत ७०... लिप सी 4...) हक क्र ->. जजात आशा +..०७छ अन्‍््लक 


याद रखन॑ याग्य बातें 


' 


गुणा तथा भाग के उन सभी नियमों का पालन करते हैं जो संख्याओं के लिए 
सत्य हैं। साथ ही, इनके लिए इन संक्रियाओं (+, -, ५, 4) के सभी गण भी 
सत्य होते हे ै 
जिसमें मूलभूत संक्रियाओं के चिह् या संकेत प्रयुकत हों, बीजीय व्यंजक' 
कहलाता हैं। 


, + या - के एक या अनेक चिह्ठ बीजीय व्यंजक को कई भागों में बांट देते 


हा ः 
हैं। अपने चिह्न के साथ प्रत्येक भाग व्यंजज का एक पद कहलाता है। : 


5, व्यंजक में एक पद होने पर वह एकपदी, दो पद होने पर द्विषद और तीन 


पद होने पर त्रिपद कहलाता हे। 


. एक जैसे अक्षरीय गुणनखंडों वाले पद समाव पद कहलाते हैं। अन्यथा इन्हें 


असमान पद कहते हैं। 


. दो समान पदों का योग (या अन्तर) इन्हीं के समान एक पद होता है जिसका 


संख्यात्मक गुणांक इन दो पदों के संख्यात्मक गुणांकों का योग (या अंतर) 
होता है। 


समान पदों के प्रत्येक समृह को जोड़ यां घटा लेते हैं। 


का आओ ्ज 
वक3+ मा--2 +... लीन... छत हद... ] थे ० «४ ७०० अमन... ॥-कूक| कृत लनयाना की ४०4 शृषण हमु-- ७ पे "हाथ हि च्कू-2॥ क-कृ-क “ह पन्‍न्‍्नअ _ है ऑकआ पहगा. 8-2 कान केक... 2०) 8५७... हि |. ;४-+ 2»-ाम४--भााामिनाान 7१ ६.0 फकिन-नी हनकी मी. झा _आनआ 2... मरना नानी नातान. मामा अमा.क्‍ अनन्रानकानान कण पआ की पक एलत१- क पेकनआ » बता. लोन उस 
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प्रमीकरण __......................... ध्याय ८7 - 
7. भूभिका 


इस अध्याय में हम यह सीखेंगे कि एक समीकरण से क्‍या तात्पर्य होता है। 
हम एक चर वाले रेखिक समीकरण का हल प्रयल और भूल (॥8] था। ०0७०) विधि 
से निकालना सीखेंगे। साथ ही, हम हल ज्ञात करने की एक ऐसी विधि भी 
सीखेंगें जिसमें योग, घटा, गुणा और भाग के नियमों का प्रयोग किया जाता है। 





7.2 रेखिक समीकरण 
पिछले अध्यायों में हमें इस प्रकार के कथन देखने को मिले थेः 
हे पहि। 8 पड 3 () 
4 & (5+ 6) ८4% 5+49% & (2) 
5 & (6 - 7) 5 5 % 6-59» 7 ४ 3) 
अब निम्नलिखित कथनों पर ध्यान दीजिए; 
() 4 से » अधिक संख्या 9 है। 
(). संख्या & से ० कम संख्या 6 है। 
0) संख्या » का 9 गुना १2 है। 
(ए) संख्या » को 6 से भाग देने पर 2 प्राप्त होता है। 
(४). दो संख्याओं » और »का थोग 7 है। 
(श). एक अक्षर-संख्या £ का स्वयं से गुणनफल 36 है। 


स्पष्ट है कि ऊपर दिए गए कथनों ()- (शं) को क्रमशः भीचे दिखाए अनुसार लिखा 
जा सकता हैं; 


|| | 


4+ 59 (#) 
४४ - /+ः 0 (3) 
9 ८ [2 ' (0) 


[50 गणित 


2, (7) 
() 


के) ल्‍ू 7 (8) 
0 हल (०) 
हमने देखा कि संकेत ' (समता चिह्न या बराबर का चिह्न है।) कथन (१) 
से (9) तक, सभी में आता है! ऐसा कथन जिसमें संकेत '>' आता है, समता का 
कथन था केवल सम्रिका (८ए४४४/७/ कहलाता है। 


इस प्रकार, (3) से (9) तक के सभी कथन समिका हुए। ध्यान दीजिए कि 
कथनों (॥), (2) और (3) में कोई अक्षर-संख्या (चर) नहीं आती जबकि कथनों (4) 
से (9) में एक या दो अकभ्षर-संख्याएँ आती हैं। समता का ऐसा कथन जिसमें एक 
या अधिक अक्षर-संख्याएँ आ रही हाँ, यमीकरण ( ?(हतस्‍ण) कहलाता है। 
अतः (4) से (9) त़क की सभी समिकाएँ वास्तव में समीकरण हैं। यह भी देखिए 
कि प्रत्येक समीकरण के दो पक्ष (&०४८5) होते हैं; वाम (बायोँ) पक्ष (.9) तथा 
दक्षिण [दायां) पक्ष (श5$)। इस प्रकार समीकरण (4) में (4+.) तो बाम पक्ष या 
(79) है और 9 दायौं पक्ष या (रात्र5) है। समीकरण (7) में, ” ॥स$ (2 न्ा0 
$॥0९)है और 2 ॥शात्र5 (रांशा। 90 846) हैं। के 

समीकरण में आमने वाली अक्षर-संख्याओं को चर (त7ंधर0/05) थी अआअज्ञाति 
धाणाा॥) कहते हैं। प्राय: चरों को अंग्रेजी वर्णाला के आखिर के अक्षरों से, 
जैसे कि 0७४2, ॥ ४ ॥' आदि से व्यक्त करते हैं। 

समीकरणों (4) से (8) तक प्रत्येक में चर की अधिकतम घात एक है। ऐसे 
समीकरण जिनमें चरों की अधिकतम घात एक हो, रैखिक समीकरण कहलाते हैं। 
अतः (१) से (8) तक का प्रत्येक समीकरण एक रेखिक समीकरण हुआ। किन्तु एक 
अंतर पर ध्यान दीजिए। समीकरण (4) से (7) तक एक चर वाले रैेखिक समीकरण 
हैं जबकि समीकरण (8) दो चरों बाला रैख़िक समीकरण है। समीकरण (9) तो रैखिक 
समीकरण है ही नहीं। 


7.3 प्रयत्त और भूल विधि से समीकरणों का हल 
निम्नलिखित समीकरण को लीजिए; 
3-४४ थे (!) 
इस समीकरण (॥]) का वाम पक्ष या ॥.प5, ४-8 और इसका दायाँ पक्ष या 


एक चर खाले /खिक समीकरण (5| 


श१३,-4 है। अब ५ के कुछ मानों के लिए एक-एक करके (3) के वाम पक्ष 
के मान निकालेंगे। यह प्रक्रिया तब रोकेंगे जब . का ऐसा मान मिल जाए जिसफे 
लिए () का वाम पक्ष या !,($ उसके दाएँ पक्ष या ७ के बराबर हो जाए। 








हु 7 काम पक्तातडई  दर्वो पकड़ 7 
रा ला ५ रा कु सा एक 

| न्‍- हि । 

हे -+ 0 - 4 

है + -4| 

रथ -4 कक 


सम अहम की... «मा >मपानत-परीन--गी मा; पान" पहना. साक्ाकन्‍कन का. ज- बगबबवजनऊड जिन" नन- (नस... 
ध््ा *हब 7०2 उतार 7 "शाम पा प्रा पक पा 34 आह जा मात >हुमन्‍४ +ममाााा. >ह्मदरान--मीं। हपरारमिक्रनीनग व्यान्रपान_-_-मनी नयडी। परीकानन गाता गत हयनय आओ पाता जाम पक पाक 4 "ाआ+ पक पक? तन 2 आमभ23स.ा +व ऋरआ आराम 


हमने देखा कि समीकरण (॥) के वाम पक्ष ओर दाएँ पक्ष केवल #न्‍ःयं 
के लिए ही बराबर होते हैं। «के सभी अन्य मानों के लिए () के दोनों पक्ष बराबर 
नहीं है। 

अज्ञात का वह मान जिसके लिए समीकरण के दोनों पक्ष बराबर हो जाएँ 
(9 > रात), समीकरण का हल (#०/#/०7/) या मूल (/00// कहलाती हे । हम 
यह भी कहते हैं कि यह मान समीकरण को संतुष्ट (उव/जशी०४) करता है। अत: 
४०4 समीकरण () का हल या मूल है। 


उदाहरण ॥; प्रयल और भूल विधि से निम्नलिखित समीकरण का हल ज्ञात कीजिए ; 
2-5- 3 + 22 


हल; हम 2 के कुछ मान एक-एक करके लेंगे तथा समीकरण के वाम पक्ष (,पत$) 
और दाएँ पक्ष (शान$&) के मान निकालेंगे। यह प्रक्रिया तब रोकेंगे जब > के किसी 
विशेष मान के लिए बायाँ (वाम) पक्ष और दायाँ पक्ष बराबर हो जाएँ। 


ट . आब्वाम पक्ष... दायों पक्ष. का 
गा कल +5 

| () | 
] कि, ञ्प 
डी पक न 


2 ] | 





» « 22 दिए हुए समीकरण का हल है। 
7 


।5. भागा 


प्रयनालली 7,॥ 


प्‌ 
हो 
बड़ 


.. प्रथल और भूल विधि से चर (५४८ या #) का ऐसा भान ज्ञात कीजिए 


जिसके लिए ॥.88 -रत5 हो जाए 


*' 


() ॥+75[ 2 (0) +- जिऋू20 शा) 4957+2 (५) द्ध 9 


(ए ४252. (शं शा ८ 0 (जी) 20 5: ०-० 
2... निम्मलिखित समीकरणों का हल प्रयत्त एवं भूल विधि से ज्ञात कीजिए: 


(]) जा मा 3) (() ]4 - ॥ 8 


] 
(।५) ट न हम |] (५) 35% न थे कई 3५ कप 
(५])) [0 - ४८ 9 (५) ५+ 3 «7 


7.4 समीकरण को हल करना 


आआ 


(॥) .( -- 2:5- 6 


(५]) 7 + ८ 3 
((५४)2- | 5-3 


हमने प्रयल और भूल विधि से समीकरणों को हल करना सीखा। हमने देखा 
कि इसमें बहुत समय लग सकता है और यह कोई निश्चित विधि नहीं है। इसलिए 
आइए समीकरणों को हल करने की एक अच्छी विधि निकालें। 


किसी समीकरण की तुलना एक तराजू से 
की जा सकती है। समीकरण के दो पक्षों को 
तराजू के दो पलडे माना जा सकता है। समता 
चिह्॒ 'ऊा बताता है कि पलडे संतुलन में हैं 
(या कहिए कि तराजू के दोनों पलडों में बराबर 
भार है और उसकी डंडी क्षैत्रिज है) 
(देखिए आकृति 7.)| 

आपने देखा ही होगा कि तराजू केसे काम 
करती है। संतुलन की दशा में यदि दोनों पलडों 
में समान भार डाल दें, तो पलडे संतुलन में बने 
रहते हैं। इसी प्रकार, यदि दोनों पलडों में से 


समान भार हटा लें, तो भी पलडेे संतुलन में बने 


रहते हैं। इस प्रकार, दोनों पलडों में हम चाहे 
समान भार डालें या हटाएँ , तराजु का संतुलन 
बिगड़ता नहीं है। 





बायाँ पक्ष. दायाँ पक्ष 


आक़ाति 7, 


तक नर सागा गम्पर सायाव,शा |5) 


इसी प्रकार, समीकरण के सन्दर्भ में, सपत चित्र (८) को प्रभावित किए 
कवि, हम... 

[समीकरण के दोनों पक्षों में एक ही संख्या जोड़ सकते हैं। 

उदाहरणत: यदि #+255, तो ४+2+355+3 होगा। 

तर, समीकरण के दोनों पक्षों से वही संख्या घटा सकते हैं। 

उदाहरणत: यदि ४+25%6 है, तो ४+2--<6-] होगा। 


क्योंकि गुणा को बार-बार योग और भाग «की क्रिया को बार-बार घटाने के रूप 
में देखा जा सकता है, अतः हमें थे नियम भी प्राप्त होते हैं; 


परमीकरण को समता चिह्न () को प्रभावित किए बिका, हम 
पा, समीकरण के दोनों पक्षों को एक ही संख्या (&0) से गुणा कर सकते हैं। 


जैसे कि यदि द्त्5 हो, तो ह*255»2 होगा। 


५. समीकरण के दोनों पक्षों को एक ही संख्या (&0) से भाग दे सकते हैं। 
जैसे कि 
यदि 5४5७ 2 हो, तो 5४+ 5 5 42+5 होगा। 
अब ऊपर बताए गए नियमों का प्रयोग कर, कुछ समीकरणों को हल किया जाएगा। 
उदाहरण 2: 5: -3> ! को हल कीजिए। 
हल: दिए हुए समीकरण में से ४ का मान निकालने के लिए दोनों पक्षों में 3 
जोड़ेंगे (नियम ॥)। इस प्रकार, 
४-३+35%][+3 
या ४ +|4 
जाँच: आइए, दिए गए समीकरण में /<]4 रखकर देखें। ४<[4 के लिए, 
[छ$ « ।4-3«5], . छोप्त8 ७ ।] (है ही!) 
अत; ४«]4 के लिए ॥.प्र8 नर है। 
अत; ४&4, दिए हुए समीकरण का मूल या हल है।. 


[534 गणित 


उदाहरण 3; 29«9+3 को हल कीजिए। 
हल; दोनों पक्षों में से »घटाने पर (नियम ता), हमें प्राप्त होता है; 
20“ ४9 #ऋू ॥+ 3-9 
या जू) 


जाँच : चलिए, दिए गए समीकरण में »>3 प्रतिस्थापित करते हैं। ऐसा करने पर, 
[358 > 2४% 3 5५ 6, शिग8 > 3 + 350 

अर्थात »+3 के लिए, [,प्॒$ > एप$ है। 

अतः ४3, दिए गए समीकरण का हल है। 


उदाहरण 4 ; समीकरण हर 548 को हल कीजिए। 


हल : समीकरण के दोनों पक्षों को ॥2 से गुणा करने यर (नियम ता), हमें प्राप्त 
होता है; 


५ 
हर! ४९]०2 48 ० [2 


या ५ 7 376 
अतः ४5576 दिए गए समीकरण का हल है। 


जाँच : दिए गए समीकरण में »<576 रखने पर, 


[8 « गे -48 है तथा रित्न8>48 (है ही!) 


अर्थात्‌ ॥9$ > रत्त५ 
उदाहरण 5; सप्तीकषण 5:-45 को हल कीजिए। 


हल; समीकरण के दोनों पक्षों को 5 से भाग देने पर (नियम ॥५७), हमें निम्न प्राप्त 
होता है; 


एक चर वाल गमिक समीकरण |55 


]5.७ 5 


2०० «व हि". एन्मूइनमूइनम। |... लकनमन्दाकाण्पा-ाका |+पमााइा 


. 45 ]5 
या 5४ 
इस प्रकार, +53 वॉँछित हल है। 
उदाहरण 65: समीकरण []:+ 2->-20 को हल कीजिए। 
हल : समीकरण के दोनों पक्षों में से 2 लटाने पर (नियम ॥), 
(4.0 + 2- 25- 20 - 2. 
या [[.7 + () ८- 22 
या ]0 -+ -- टै2 
इस समीकरण के दोनों पक्षों को ॥] से भाग देने पर (नियम [५), 
]].0 + [45-22 + 4[ 
वा # के >+ थे 
अत: #£5-2 वॉछित हल है। 
जाँच : दिए गए समीकरण में #४०-2 रखने पर, 
[छ$ - ।] (-2)+2 >- 22 +2 5-20, रिप्त३ 5: - 20 
अत; ४5-2 के लिए [8 <|राप्त$ 


उदाहरण 75 समीकरण 2&- र न के को हल कोजिए। 


हल: समीकरण के दोनों पक्षों में -जोडने पर 
लीड ४ सा 
2 2 2 
या । 2४४ 
इस समीकरण के दोनों पक्षों को 2 से भाग देने 
2 +# 2 5 थ + 
या -ः2 


अत; ./ ८2 वाँछित हल॑ है। 


[5।॥ गांगित 


उदाहरण 8: समीकरण 3४-4 54- (8+ 3:) को हल कीजिए। 
छल 30-44 -<5 4 +- (8 + 3.0) ८ 4 - 8 -- 3. 

या 3%-45-4 - | 

इस समीकरण के दोनों पक्षों में 4 जोड़ने पर, हमें प्राप्त होता है; 


3४0 ८ ++ 35% 
दोनों पक्षों में 3: जोडने पर, 
6.0 <- () 
इस समीकरण के दोनों पक्षों को 6 से भाग देने पर, 


या 
अत; समीकरण का हल £>!) है। 


७ ७ पे 
' प्रश्नावली 7.2 
.. निमलिखित समीकरणों को हल कीजिए! 


() &#- 7 5८5 -5 0) &-75 4 
(५) |0> 2 + 20 (५) 89- 65 0 


ही) &४- 2 5-5 
(श) 6४-55 #% 9 


(४॥) 39 - 3 हू 3%-5 
४) <+53४ 9 
0) 7+4४5- 5 


कफ नसपापकरधाातर-क. पीअमाहन्‍न्‍बकानपल- 


]2 


(पा ८ 
(४7) ह न्‍5+]5 


(४४॥) 55 5 3() 
(५४५) [5.0८ 225 


(९॥) |2-- ४5८ 0 
(४) 3.0 +% + 5++ 9 
(>70) 42.0 + ]2 5८ 72 


(४४॥) 7८7 


५ | हे 


44 
(४४) (? $ ३५ 


(४४॥) 8.0 5556 
(हऋहएा)- 7७५० 4 


(४) ४+थै८-४३ ३ 
00) 3.0 + है ८ 3 + 2 
(४५) 53५+ 40 5 4५9-0 


(शो) हा -ः 
(४४) 32 5 48 


(४»५]७) 9.0 ८८ 8 | 
(४४७7) [7// ८255 


के भर गाल |।+ गा! ॥$॥ 
१), नि्नलिखित समीकरणों को हल कौजिए; 


.. #+] 
0) “प्र+59 0) हक (0 4 - )०5 


-5 
00. £-752 , (0 न्याच्ा (४) 2/- 3-5 (2)+]) 
(शा) (2-3) २ (४-9) 


याद रखने याग्य बातें 
!, समता के जिस कथन में एक था अधिक अक्षर-संख्या हों, उसे प्रमीकाण 
कहते हैं। द 
2, जिस समीकरण में एक ही अक्षर-संख्या हो और इस अक्षर-संख्या की अधिकतम 

धात । हो, उसे एक चर वाला रैखिक समीकरण कहते हैं। 


3. समीकरण हल करते समय निम्नलिखित संक्रिया!ं कौ जा सकती हैं और इससे 

समीकरण पर कोई प्रभाव नहीं पड़ता 

() समीकरण के दोनों पक्षों में समान संझ्या जोड़ना! 

() समीकरण के दोनों पक्षों में से एक ही संख्या घटाना। 

() समीकरण के दोनों पक्षों को एक ही संख्या (#0) से गुणा करा 

0९" समीकरण के दोनों पक्षों को एक्र ही संख्या (#0)से विभाजित 
करना। 


[0 गणित 


-- अतीत के झरोखे से ----- 


बीजगणित अर्थात्‌ #(एशं।ह शब्द ॥[शंवा'7॥/ का॥ए०090/8॥ नोमक पुस्तक 
के शीर्षक से मिकला है। यह पुस्तक लगभग 825 ई में बगदाद निवासी एक अख 
गणितज्ञ मोहस्यद उब्म अल छआारिण्यी ने लिखी थी। इतिहास के पन्‍नों को पलटने 
पर ज्ञात होता है कि संख्याओं को संकेतों से व्यक्त करने का श्रेय एक प्राचीन ग्रंथ 
एहम्स प्रेष्ाहशप (॥॥॥९5 20998) को जाता है। यह भोजपत्र ईसा से लगभग 550 
वर्ष पूर्व लिखा गया था। इसमें अज्ञात संख्या को ढेरी अर्थ वाले शब्द ॥६॥ (हाव) 
से व्यक्त किया गया था। 


प्राचीन भारतीय गणित्ज्ञों नें अज्ञात राशियों को व्यक्त करने के लिए संकेतों 
का भरपूर प्रयोग किया। उन्होंने अज्ञात को भौंति-भाँति के नाम दिए, जैसे कि 
यावह-वावत्‌ (अर्थात्‌ जितमा-उतना) या वर्ण या बीज ! इन्होंने अज्ञात को व्यक्त 
करने के लिए विभिन्‍न रंगों के पहले अक्षरों का (काले से), पी (पीले से), नी 
(नीले से) आदि का भी प्रयोग किया। इन अक्षरों का प्रयोग तथा इन पर घातांक 
लगाने की विधि ईसा से 300 वर्ष पूर्व भासत में सामान्य सी बात थी। 


महान भारतीय गणितज्ञों आर्यभद्ट (जन्म 476 ई), ब्रह्मग्ृ॒प्ण (जन्म 598 ई), 
महावीर (850 ई के आस-पास), औधर (लगभग ॥025 ३) तथा भास्कर ॥ (जन्म 
)॥4 ई) ने बीजगणित के अध्ययन में बहुत योगदान दिया। उद्दाहरण के लिए 
भास्कर ॥ की प्रसिद्ध पुस्तक लीलावग़ी से एक प्रश्न नौचे दिया जा रहा है; 


मधुमक्खियोँ के एक झुंड में से पाँचवाँ हिस्सा को कंदम्ब के 
फूलों पर बैठ गया, वीसर भाग सिलिंभ्री के फूलों पर जा बैग। इनके अंतर 
का गन गुगा भाग कुंटन को फूलों की और उड़ गया। शेष एक मधक्षमक्खी 
चमेली और कंवड की सुगंध से मोहित होकर हवा में इधर-उधर तिरने 
लगी। हे मोहिनी। ग्रधुमक्खियों की कुल संख्या बढ़ाओ। 


आधारभूत 
बामितीय 
पंकल्पनाएँ _ 





8.। भूमिका 

बिन्दु, रेखा, तल जैसे शब्द आपके लिए नए नहीं हैं। ये सभी ज्यामिति के 
आधार स्तंभ हैं। इस अध्याय में हम देखेंगे कि किस प्रकार इन आधार स्त॑ंभों की 
जानकारी से ज्यामिति को अच्छी तरह से समझा जा सकता है। 

एक नुकीली मेंसिल से एक कागज पर एक सूक्ष्म घिंह लगाइए। शंकु के 
नुकीले सिरे को देखिए।.'किसी वर्ग या घनाभ के शीर्षों को देखिए। ये सभी उदाहरण 
हमें एक बिल (700४) की कल्पना करने में सहायक हैं। वास्तव में, इनमें से कोई 
भी गणितीय दृष्टि के अनुसार 'बिन्दु' नहीं हैं। ये सभी बिन्दु के भौतिक या दृष्टिगत 
हो सकमे वाले स्वरूप को दशाते हैं (आकृति 8,)। 


8 


ररि 5 


|] 





शंकु 
द आकृति 8.7 


इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि बिन्दु की एक निश्चित स्थिति होती 
है। इसकी कोई लम्बाई, चौड़ाई अथवा मोटाई नहीं होती। 

एक बिन्दु को प्राय; अंग्रेजी वर्णगाला के एक बड़े अक्षर जैसे &, 8, 9 8, 
जयादि से व्यक्त करते हैं (आकृति 8.१) और इसे बिन्दु &, बिन्दु 8, इत्यादि पढ़ते हैं। 


|| 7|॥ , 


8.7 एल! क्‍ 
एक कागज को मोड कर दबाइए। इसको खोलने पंरं हम देखते हैं कि एक 
सीधा मोड का निशान कागज पर बन गया है (आकृति 8. 2) कागज पर बना यह 
स्लीधा प्रोड़ का निशान रेखा (८) के एक भाग की संकल्पना का एक 
उदाहरण है। क्‍ 

| 


| 

। 

कर 
। / 


कागज मुंडा हुआ कागज मोड का निशान 
आकृति! 8.2 


एक घनाभ के किनारों (कोरों) को देखिए , 
(आकृति 8.3) प्रत्येक किनाण (००१४७) रेखा के एक 


बा. ०० णणणणणकन्णकण-- कि हक ब्णणमकमओ“7पफ7फ/7प्र “पड 


भाग का उदाहरण है। एक पूर्ण रेखा की संकल्पना के 
लिए हमें यह कल्पना करनी होगी कि यह किनारा 


। 
अपरिमित रूप से दोनों दिशाओं में बढ़ाया गया है। ५ | 


आकृति 83 .. 
इस प्रकार, रेखा की आधारभूत संकल्पना है इसका सीधा होना तथा 
उसका अप्रिमित रूप से दानों विश्ञाओं में विस्तृत होना। इसकी कंक्‍्ल 
लम्बाई होती है। इसकी कोर्श चौड़ाई या मोटाई नहीं होती। 


' ज्यामिति में रेखा का अभिप्राय सम्पूर्ण रेखा से होता है न कि उसके किसी 
एक भाग से। स्पष्ट है कि हम रेखा को न तो किसी कागज पर बना सकते हैं 
और न ही दिखा सकते हैं। इसलिए हम कागज पर रेखा का एक भाग ही खींचते 
हैं ओर उसके दोनों सिरों पर तीर के निशान अंकित कर देते हैं, जैसा कि आकृति 
8.4 में दर्शाया गया है। 


आबाशधुत आ्ामितोंश रकायनओं |॥| 


दोनों तीर के निशान इस बात को इंगित करते हैं कि रेखा दोनों दिशाओं 
में असीमित दूरी तक ब्रढ़ाई गई हैं। इस प्रकार, रेखा के. कोई अन्त बिन्दु 
वहीँ हीवे। गा 

जिस प्रकार हम बिन्दु को दर्शान के लिए एक अत्यंत सूक्ष्म चिह्न का प्रयोग 
करते हैं, उसी प्रकार रेखा को दशने के लिए आकृति 8.4 जैसी आकृति का प्रयोग 
करऐ हैं। 

एक रेखा को नामांकित करमे की दो विधियाँ हैं , 
(]) अंग्रेजी वर्णमाला के किसी छोटे अ क्षर जैसे (, ॥४, /? इत्यादि को रेखा के एक 

ओर लिख दिया जाता है, जैसा आकृति 8.5 में दर्शाया गया है। 


) ०» नियत कल चाचा ४७७७७ ७एएशर॥॥/्ए्रभा्रणणणआणणणाआणाणाणााणाशशशा 2 न 


आक्ाति 8.5 
इस प्रकार रेखा को 'रेखा /', 'रेखा %' आदि पढ़ा जाता है। 


(0) आकृति 8.6 के समान रेखा पर दो बिन्दु & व 8 का चयन कर रेखा को 898 
अँथेवा 3.6 सै प्रदर्शित करते हैं। इसे 'रेखा 8&8' पढ़ते हैं। 


६ 








मा न आज की. बल कक बी ल+ असल सिषलत असल 
है, 5 


आकृति 8,6 
हम कहते हें कि “बिन्दु & (तथा बिन्दु 8) रेखा पर स्थित हाँ/ हम 
यह भी कहते हैं कि 'रेखा बिन्दु & /वा बिन्दु 8) से होकर जाती है/' रेखा 
का वह भाग जो बिन्दु & से बिन्दु 8 तक है रेखाखंड' कहलाता है। 


किसी रेखा पर स्थित दो बिन्दुओं & व 8 के बीच हम एक तीसरा बिन्दु 
० जैसा कि आकृति 8.7 में दिखाया गया है, प्राप्त कर सकते हैं। यह काम हम 
सदेव कर सकते हैं तथा बार-बार कर सकते हैं। इस प्रकार दो बिन्दुओं के बीच 
तीसरा बिन्दु प्राप्त करने की प्रक्रिया का कोई अन्त नहीं है। इसे जब तक चाहें और 
जितनी बार चाहें दोहराते रह सकते हैं। इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि रेखा पर 
अपरिमित /असंख्य) बिल होते हैं यहाँ 'अपरिमित (असंख्य) बिन्दु! होने का अर्थ 
है कि यदि एक बडी से बडी संख्या की कल्पना करें, तो रेखा में उस संख्या से 
भी अधिक बिन्दु होते हैं। 


। ३ आबांधआाका आई 





02 गाणित 


अरिननत न प+-+ न 
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आकृति 8.7 
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8.3 पल 


कया आपने अपनी कक्षा की दीवारों, कक्षा में रखी मेज, कक्षा में लगे 
श्यामपट्ट को ध्यान से देखा है? ये सभी पृष्ठ (50790०४) संपाट हैं। ये सपाट पृष्ठ 
तल (॥/८४८) (की एक भाग] की संकल्पना के सटीक उदाहरण हैं (आकृति 8.8)| 





श्यामपट्ट द मेज दीवार 


संपूर्ण तल की संकल्पना के लिए इस प्रकार के पृष्ठों के बारे में यह कल्पना 
करनी होगी कि ये सभी दिशाओं में अपरिमित रूप से विस्तृत हैं। इस प्रकार, हम 
- सोच सकते हैं कि बल एक ऐसा सपाद पृष्ठ है जी सभी दिशाओं में 
अपरिमित रूप से विस्तृत है। कल की लम्बाई होती है, चौड़ाई होती है 
परन्तु कोई मोटाई नहीं होती। 


पहले के समान ही, यहाँ अपरिमित /अथवा अस्रीमित) विस्तार का अर्थ 
यही है कि हम तल को कितना भी विस्तार वे में इसे को बाद भी विस्तार 
की संभावना बनी रहती है। ज्यामिति में तल से हमास अभिप्राय इसी संपूर्ण तल 
से होता है, तल के किसी भाग से नहीं। स्पष्ट है कि संपूर्ण तल को किसी कागज 
पर अनाना अथवा दिखाना संभव नहीं है। अतः जिस प्रकार रेखा को दिखाने के लिए 
हम इसके एक भाग का प्रयोग करते हैं, उस्ती प्रकार तल को प्रदर्शित करने के लिए 
हम तल के एक भाग का प्रयोग करते हैं। समान्यतः तल को निरूपित करने के लिए 
एक आयत अथवा समांतर चतुर्भुग का प्रयोग किया जाता है। 


आधाएपृत ज्याभितीय संकल्पनाएं ॥॥3 


किसी तल का नामांकन दो प्रकार से किया जा सकता है; 
(] अंग्रेजी वर्णाला के छोटे अक्षरों जैसे /» 4 आदि हार (आकृति 8.9) इसे 'तल॑ 
7' अथवा 'तल ५' आदि पढ़ते हैं। 


0) तल में स्थित तीन भिन्‍न बिन्दुओं &, 8, (द्वारा जो एक ही रेखा में म हों 
(आकृति 8.0)। इसे 'तल 680 ' पढ़ते हैं। 





आकृति 8.9 





8.4 रेखाओं और बिन्दुओं के गुण 

आप प्राय; पढ़ते हैं 'बिन्ु & ऐज़ा । पर स्थित है' या 'रेखा # बिन्दु 4 
से होकर जाती है! आदि। एक तल में स्थित बिन्दुओं और रेखाओं के बीच "पर 
स्थित है', 'से होकर जाती है' जेसे संबंध आपतन गण (छाल॑ध्रशाट० #707207०8) 
कहलाते हैं| 


अब हम इस प्रकार के कुछ गुणों का अध्ययन करेंगे। 


क्रियाकलाप 7: एक कागज पर एक बिन्दु & अंकित कौजिए। कागज को इस 
प्रकार मोडिए कि मोड का निशान बिन्दु & से होकर जाए। इस प्रकार से मोड कर 
हम अनेक निशान बना सकते हें जो सभी बिन्दु & से होकर जाती हैं (आकृति 
8,0) इस प्रकार हमें कया ज्ञात होता है? हमें ज्ञात होता है कि & से होकर जाने 
वाले असंख्य मोड के मिशान : हैं। 





भाकृतिं 8.॥॥ 


|0- गाणिन 


क्रियाकलाप 2 : एक कागज पर एक बिन्दु # अंकित कौीणिए। एक नुकीली पेंसिल 
और एक पटरी (पा) की सहायता से & से होकर जानें वाली एक रेखा /खींचिए। 
बितु & से ही होकर जाने वाली एक दूसरी रेखा #  खींचिए! इसी प्रक्रिया को 
दोहराते रहेए। & से होकर जाने वाली कितनी रेखाएँ, हो सकती हैं? हम देखते हैं 
कि & से होकर हम जितनी चाहें रेखाएँ खींच सकते हैं (आकृति 8.2)। वास्तव 
में, किन्ही भी दो पहले से खींची गई रेखाओं के बीच बिन्दु & से होकर एक और 
रेखा खींची जा सकती है। इस प्रकार हम कहते हैं कि 


किसी तल में स्थित एक बिन्दु से होकर असंख्य रेखाएँ खींची जा 
सकती हैँ। 





क्रियाकलाप 3 ; एक कागज पर दो बिन्दु & व 8 अंकित कीजिए। » से होकर 
कितनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं? जितनी चाहें उतनी। 8 से होकर भी हम जितनी 
चाहें उतनी रेखाएँ खींच सकते हैं। प्रश्न है; क्‍या »& से होकर जाने वाली कोई रेखा 
बिन्दु 8 से भी होकर जाती है (आकृति 8.3)? हम देखते हैं कि रेखा # बिन्दु & 
से भी होकर जाती है और 8 से भी। & तथा 8 से होकर जाने वाली परन्तु / से 
अलग कोई और रेखा खींचने का प्रयतत कीजिए। कया यह संभव है? नहीं। इस 
प्रकार, हम देखते हैं कि कल मेँ स्थित दो भिन्‍न बिन्दुओं से होकर एक और 
केक्ल एक ही रेखा खींची जा संकती है। यह रेखा पूर्णतय; तल में स्थित 
होती है। ७ 


अआक़ाति 8 ॥3 


आवार्णव काला पक अजय जल 


व्यवहारिक रूप. में कागज के एक पन्‍ने को हम उस तल का भाग मान सकते 
हैं जिस तल में हम अपनी रचनाएँ बना रहे हैं। आप देख, सकते हैं कि बिन्दुओं 
& वे 3 से होकर जाती हुई एक और केबल एक ही रेखा हें 


क्रियाकलाप 4 : एक ड्राइंग बोर्ड में दो ड्राइंग पिन लगाइए। मान लीजिए कि इन 
पिनों के सिरे [आकृति 8.4 ($)| तल में बिन्दुओं & व 8 को निरूपित करते हैं। 
एक डोरी या धागा लीजिए ओर उसका एक सिरा बिन्दु & पर लगाई गई पिन पर 
बौँधिए। 'डोरी में बिना ढील दिए उसके दूसरे सिरे को कस कर पकड़िए और हाथ 
को धीरे से इस प्रकार घुमाइए कि तनी हुई डोरी & के चारों ओर घूम जाए। आप 
क्या देखते हैं? हम देखते हैं कि डोरी की केवल एक ही स्थिति ऐसी है जबकि 
वह बिन्दु 8 पर लगाई गई पिन को छूती है [आकृति 8.4[9)]। 


| कक २७-०० >०३4..5, 4००२७ काका ॥ आज -$+६+ह 40.४४ मानक अभी धन मे... कक 9 
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() (0) 
आकृति 8, /4 


इससे यह प्रदर्शित होता है कि तल मेँ दिए गए दो बिन्दुओं & व 98 
से होकर जाने वाली केकक्‍ल एक ही रेखा है। हम इसी तथ्य को निम्न प्रकार 
भी कह सकते हैं; 


दी बिनल्‍्दुओं से एक अद्वितीय (प्रध40४०) रेखा का निषारिण होता है। 
अद्वितीय इस अर्थ में कि ऐसी केवल एक ही रेखा है। साथ ही, यह रेखा पूर्णतया 
तल में स्थित होती है। 


क्रियाकलाप 5 : एक ही कागज पर दो रेखाएँ / व # खींचिए। ऐसा करने पर 
दो संभावनाएँ हो सकती हैं; 


(0) दोनों रेखाएँ एक दूसरे को काटती हैं [आकृति 8,5(क), (ख़)], अर्थात्‌ वे एक 
बिन्दु पर मिलती हैं या एक उभयनिष्ठ बिन्दु से होकर जाती है। 

0) दोनों रेखाएँ एक दुसरे को नहीं काटती अर्थात्‌ एक उभयनिष्ठ बिन्दु पर नहीं 
मिलती [आकृति 8,5(ग)॥! 


[00 गईणते 





| 
ता नग्न दनिलीजणधघनन+---रे 
फ्र्ट हा 
० ७ अं ७७७: (।| 
॥॥। 
(क, (ख) (ग) 
आकृति 8.॥5 


इस प्रकार हम कह सकते हैं कि एक तल में दी हुई दो रेखाएँ ।/ व #। 
के लिए दो ही संभावनाएँ हैं; 


(क)दोनों रेखाएँ एक बिन्दु पर काटती हैं। इस बिन्दु को रेखाओं का प्रतिच्छेद 
बिन्दु (007 प्‌ ॥॥/2/४८८४०॥).. कहते हैं। 


(ख)दोनों रेखाएँ किसी भी बिन्दु पर एक दूसरे को नहीं काटतीं। इस प्रकार की 
रेखाएँ समान्तर रेखाएँ ((दवश #९४) कहलाती हैं। 


आकृति 8.5 (की और (ख) में, रेखाएँ | और ॥# एक बिदु & पर प्रतिच्छेद 
करती है। बिन्दु & रेखाओं / और #»४ का प्रतिच्छेद बिन्दु कहलाता हैं। 


छानाभ के आसमन्‍न किनारे एक बिन्दु पर मिलते हैं। श्यामपट्ट, या पलंग आदि 
के आसन किनारे भी एक बिन्दु पर मिलते हैं (आकृति 8.46)। 
छह 


* 2 ॥ 7. । "५ ५ 
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आक्राति 8, 76 


आकृति 8.5(ग) में रेखाएँ । और # एक दुसरे को नहीं काटतीं, चाहे उन्हें 
किसी भी दिशा में कितना भी बढ़ाया जाए। अर्थात्‌ रेखाओं / और # में कोई 
उभयनिष्ठ बिन्दु नहीं है। इस प्रकार रेखाएँ / और ॥ परस्पर समांतर हैं। 


पाधारगुत न्यागिताय रंफल्पना। ॥॥7 


पटरी, मेज के ऊपरी पृष्ठ, श्यामपट॒ट, दरवाजे और खिड़की के सम्मुख किनारे 
समान्तर रेखाओं के उदाहरण हैं (आकृति 8.7)। 


(4 /9॥॥॥ ॥॥॥॥ [कह पाएगा कष ॥|| 


क्र 
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रथ । ह थ- 
८ हे | 


आल ्ा 


आकृति &. [7 








8.5 संरेख बिन्दु 
हम पढ़ चुके हैं कि 
0) किसी तल में स्थित एक बिन्दु से होकर असंख्य रेखा खींची जा सकती हें। 
0) तल में स्थित दो बिन्दुओं से होकर केवल एक ही रेखा खींची जा सकती है। 
अब आइए किसी तल में तीन बिन्दु &.3व ('लें। हम दा बिन्दुओं #&व 
3 से होकर जाती हुई एक रेखा । खींचते हैं। तीसरे बिन्दु (' के लिए दो संभावनाएँ 
हैं [आकृति 8.8 () और (॥॥]। 
ये निम्न हैं ; 
() बिन्दु (' रेखा /पर स्थित है। 
(॥) बिन्दु 0" रेखा /पर स्थित नहीं है। 


भर 


१ कब ७» | इन ७७४००» -ज कै पक खा इक 
4 । 





# 
([) सरेख बिन्दु (() असंरेख बिन्दु 


आक़ाति #. (७ 
प्रथम स्थिति में बिन्दु &.8 व (तीनों एक ही रेखा /पर स्थित हैं [आकृति 
8.8 ()|। इस स्थिति में हम कहते हैं कि तीनों बिनु &.0 व (' सरेख (८०/मरटत/) 
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है। उदाहरण के लिए, यदि हम सूर्य, चंद्रमा व पृथ्वी को बिन्दु मानें, तो चंद्रग्रहण 
और सूर्यग्रहण में ये तीनों संरेख होते हैं। दूसरी स्थिति, जिसमें (! रेखा | पर स्थित 
नहीं है, में हम कहते हैं कि तीनों बिचु »,8 व (* अस॑रेख बिन्दु (#6# -९०एट्वा/ 
7०865) हैं [आकृति 8,48 (॥)]। 


७ [) 
$/ 


(॥ (॥] 
आकृति 8, 79 


इसी प्रकार, आकृति 8,9 0) में चारों बिन्दु  0,[२ व $ सरेख हैं, क्‍योंकि 
ये सभी एक ही रेखा पर स्थित हैं; जबकि आकृति 8.9 () में बिन्दु &, 8, 0. 0 
व & असंरेखी हैं, क्‍योंकि ये सभी एक ही रेखा पर स्थित नहीं हैं। 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि 


एक तल में स्थित तीन या तीम से अधिक बिन्दु संरेख होते हैं, यदि थे सभी 

एक ही रेखा पर स्थित हों। वेकल्पिक रूप में, हम कह सकते हैं कि एक ही तल 
में स्थित तीन या तीन से अधिक बिन्दु सरेख होते हैं, यदि किन्‍्हीं दो बिन्दुओं से 
होकर जाने वाली रेखा पर अन्य बिन्दु भी स्थित - हों। एक तल में तीन या अधिक 
बिन्दु अंसरेख होते हैं, यदि वे एक ही रेखा पर स्थित न हों। 

टिप्पणी: यह ध्यान देने योग्य है कि दो बिन्दुओं से होकर एक रेखा खींची जा 
सकती है। इस प्रकार हम कह सकते हैं कि दो बिन्दु सदैव संरेखी होते हैं। परन्तु 
यदि बिन्दु तीन या तीन से अधिक हैं, तो वे एक रेखा पर हो सकते हैं और नहीं 
भी हो सकते हैं। इसीलिए सरेखता की बात तीन या अधिक बिन्दुओं के लिए ही 
की जाती है। 


8.6 संगामी रेखाएँ 


जिस प्रकार हम कई बिन्दुओं के एक ही रेखा पर स्थित होने की बात करते 
हैं उसी प्रकार हम अनेक रेखाओं के एक ही बिन्दु से होकर जाने की स्थिति पर 
विचार करते हैं। 


भआावारणत ज्यागमितीय संकापता।ं [0॥ 


यदि एक ही तल में स्थित तीन या तीन से अधिक रेखाएँ एक ही बिन्दु 
से होकर जाती हैं [आकृति 8.20 ॥])], तो ये रेखाएँ संगामी रेखाएँ (€छाधकखापशा। 
॥#2४) कहलाती हैं। यह बिन्दु संगपन बिन्दू (#07॥ णए/जालएफ्शाएट) कहलाता है। 


। 
६ हि किन (५ 
-.. 3... 


जल £ 
०" णः हम हक “मे ली |» 60:68 78% 
हा ] । 





() संगामी रेखाएँ 6] अप्ंगामी रेखाएँ 
आकृति 8.20 


एक ही तल में स्थित जो रेखाएँ एक हरी बिन्दु से होकर नहीं जाती वे 
असंगामी रेखाएँ (#छ7-00तातरतफला। का2४) कहलाती हैं [आकृति 8.20 (॥)|॥ 


टिप्पणी ; तीन या तीन से अधिक रेखाओं का संगमन बिन्दु उन रेखाओं का प्रतिच्छेद 
बिन्दु भी होता है। परन्तु तीन या अधिक रेखाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु उन रेखाओं का 
संगमन बिखु होना आवश्यक नहीं है। उदाहरणार्थ, आकृति 8.20 () में बिन्दु ? रेखाओं 
0, ६ 7, ॥॥, /, / वे & का प्रतिच्छेद बिखु भी है और संगमन बिन्दु भी। परन्तु आकृति 
8.20 हर) में &, 3, 0", 0, 0 व ॥ रेखाओं ७, ॥॥ व ॥# के प्रतिच्छेद बिम्दु हैं परन्तु 
इनमें से कोई भी बिन्दु रेखाओं ५, ॥ | व # का संगमन बिन्दु नहीं है। 


साथ ही, जिस प्रकार तीन या त्तीन से अधिक बिन्दुओं की संरेखता को बात 
होती है, उसी प्रकार तीन या तीन से अधिक रेखाओं के सामन की बात की जाती 
हैं। 


उदाहरण ]: आकृति 8.2] मे स लिखिए 

0) मसमांतर रेखाओं के सभी युग्य। 

(0) प्रतिच्छेदी रेखाओं क सभी युग्म। 

(॥) ऐसी रेखाएँ जिनका प्रतिच्छेद बिन्दु [9 हैं। 
(५४) ऐसे रेखा युग्म जिनका प्रतिच्छेद बिन्दु & हैं। 
(५) संरेखी बिन्दु । 
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हल; 
(0) रेखा / रेखा ॥ के समान्तर है। रेखाएँ ॥ व / भी समान्तर हें। 


(॥)  अभीष्ट रेखा युग्म हैं; (॥/): [/, ०) (0, (0, /0:(77 4) (सि, 7), (३ 4) पिस्तार 
करने पर (५, /) । 


0) रेखाएँ ॥ व 6 बिल्दु ]) पर काटती हैं। 

(५) & रेखाओं /ब /का प्रतिच्छेद बिन्दु है। 

(७) (#&, (', [:): (&. ॥. 7: 4॥, (', 0): (00, |, ()) 
उदाहरण 2; आकृति 8.22 में से लिखिए ; 2 


्खाएँ 'अ- 
६) #& पर काटने वाली ॥ ५ 

(0) 8 पर काटने वाली रेखाएँ। 

(0) संगामी रेखाएँ व उनका संगमन बिन्दु! 


है है। 


ु आकृति 8,22 
हल : (४) /#/०५व ।/ बिन्दु & पर काटती हें। 
(॥) /,| वे +, बिन्दु छे पर काटती हैं। 


(॥) #॥ ० में +£ संगमन बिन्दु & तथा 
॥ ? वे // संगमन बिन्दु 8। 


७ 9 & 


प्रश्नावली 8.॥ 


. आकृति 8.23 में दिखाए गए बिन्दुओं को नामांकित कीजिए तथा उनको क्रम में 
जोडिए ; 


मोकृति ४.25 


9. आकृति 8.27 से बताइए: 


भावार]त सोगितीय संकर्पनाएं। ।7] 


, आकृति 8.24 में दी गई रेखाओं को नामांकित फकीजिए। 








(/) 


आकृति 8.24 ([॥) 


, अपने पर्यावरण से निम्नलिखित के भागों के दो-दो उदाहरण दीजिए: 


() रेखाएँ (॥) तल 
, आकृति 8,25 को देखिए। बिन्दु ? से होकर रेखाएँ 
0 /४ वे # खींची गई हैं। क्‍या ?से होकर और भी न्न्ह का 
रेखाएँ खींची जा सकती हैं? यदि हाँ, तो कितनी? 
आकृति 8.25 
, ? व 0) एक तल में स्थित दो भिन्‍न बिन्दु हैं 
(आकृति 8.26)। इन बिन्दुओं से होकर कितनी पे 
रेखाएँ खींची जा सकती हैं? ८ 
आकृति 8.26 


, अपने पर्यावरण से निम्नलिखित के दो-दो उदाहरण दीजिए; 

() प्रतिच्छेदी रेखाएँ . (॥) समांतर रेखाएँ 

, एक तल में स्थित दो बिचुओं & व 8 से कितनी भिन्‍न रेखाएँ निर्धारित होती 
हैं? 

, स्पष्ट कीजिए कि किसी रेखा के मध्य-बिन्दु का होना क्यों संभव नहीं है। 


0) सभी समांतर रेखाओं के युग्म। 

() सभी प्रतिच्छेदी रेखाओं के युग्म। 
(॥) रेखाँ जिनका प्रतिच्छेद बिन्दु ए है। 
(४) रेखाएँ जिनका प्रतिच्छेद बिन्दु (' है। 
() रेखाएँ जिनका प्रतिच्छेद बिन्दु [२ है। 
(५) सरेखी बिन्दु। 





ऑक्ति 8.27 
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१0. एक आकृति बनाइए जिसमें बिन्दु &, 8, (व ) स॑रेखी हों। 


4, 


2. 


]4, 


अपनी अभ्यास पुस्तिका में चार बिचु ४, 3, (! व ॥) इस प्रकार अंकित कीजिए 
कि उनमें से कोई भी तीन बिन्दु सरेखी न हों। ऐसी सभी रेखाएँ खींचिए जो 
इन बिल्दुओं क्रो युमों मे जोड़ने से बनती हैं। 

() इस प्रकार की कितनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं? 

(8) इन रेखाओं के नाम लिखिए। 

(0॥) उन रेखाओं के नाम लिखिए जो (* पर संगामी हैं। 


आकृति 8.28 में अंकित बिन्दुओं &, 8, 0, 0, & और 7 में से जाँच कीजिए कि 
निम्न बिन्दु सरेख हैं या नहीं: 


0) &,8 ब 0.। 8... ० £ 
(0) 95, ( व $5। पु 
0॥ 50," व 7। ह ह 
(0५) ('& व ॥१। जि 2 


आकृति 8.29 से लिखिए; 
() संरेखी बिन्दु। 
(0) संगामी रेखाएँ और उनके संगमन बिन्दु 





आकृति 8.29 


एक तल में तीन रेखा इस प्रकार खीचिए क्‍ कि हमें 


(0) अधिकतम प्रतिच्छेद बिन्दु प्राप्त हों। इस प्रकार कितने प्रतिच्छेद बिन्दु प्राप्त 
होते हैं? 

0) न्यूनतम प्रतिच्छेद बिन्दु प्राप्त हों।. इस प्रकार कितने प्रतिच्छेद बिन्दु प्राप्त होते 
हैं? 


'रेखाएँ || व ॥ संगामी हैं। इसी प्रकार रेखाएँ /# व # संगामी हैं। क्‍या 


00४, ॥ वे # भी संगामी होंगी? 


गैधारशगुत स्यागितोंस संकल्पनाएं ॥73 


॥6. रिक्त स्थान भरिए: 


आकृठि 8,30 में, 


(9) एक सक्ष्म चिह्ठ (80) हमें एक ----- का आभास कराता है। 
(9) पटरी का एक किनारा हमें एक -“-+---- का आभास कराता है। 
(८) दीवार हमें एक -«-«>- का आभास कराती है। 


(0) तल में स्थित दो रेखाएँ, जो समान्तर नहीं हैं, ---- हैं। 

(०) तीन या तीन से अधिक बिन्दु जो एक रेखा पर स्थित हैं ----- होते हैं। 

() तीन या तीन से अधिक रेखाएँ जो एक बिन्दु से होकर जाती हैं ---- 
हैं। 


# प्र 


0) कितने बिन्दु अंकित हैं? उनके नाम 
लिखिए। 
(॥) कितने रेखाओं (के भाग) दिखाए गए 
हैं? उनके नाम लिखिए। 8 
(0 कितने तलों (के भाग) दिखाए गए हैं? 
उनके नाम लिखिए। है ' 
आकति 8.30 


॥8., बताइए नि में से कौन से कथन सत्य ("') और कौन से असत्य (9) हैं; 


() बिन्दु की एक स्थिति होती है. परन्तु कोई आकार नहीं होता। 
(॥) तल में स्थित दो रेखाएँ सदैव एक बिन्दु पर प्रतिच्छेद करती हैं। 
(0) दो भिन्‍न बिन्दुओं से होकर असंख्य रेखाएँ खींची जा सकती हैं। 


0५) चार बिन्दु सरेखी होंगे, यदि उनमें से कोई भी तीन एक रेखा पर स्थित 
हैं। 


(५) एक दिए हुए बिन्दु से होकर असंख्य रेखाएँ खींची जा संकती हैं। 


(शं) यदि दो 'रेखाएँ बितु ? पर काटती हैं, तो ? दोनों रेखाओं का संगमन बिन्दु 
कहलाता है। 


(श) तीन रेखाएँ युग्मों के रूप में अधिकतम तीन बिन्दुओं पर काठती हैं। 
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याद रखने योग्य बातें 

. बिन्दु की एक स्थिति होती है और इसका स्थान निश्चित किया जा सकता 
है। 

2, रेखा सीधी होती है और दोनों दिशाओं में अपरिमित रूप से घिस्तृत होती है। 


3, यह सोचा जा सकता है कि तल एक सपाटट पृष्ठ है जो सभी दिशाओं में 
अपरिमित रूप से विस्तृत होता है। 


4. तल में दिए हुए एक बिन्दु से होकर असंख्य रेखाएँ खींची जा सकती हैं। 


5, तल में दिए हुए दो भिन्‍न बिन्दुओं से होकर केबल एक रेखा खींची जा सकती 
है और वह पूर्णतय: उस बल में स्थित होती है। 


6. एक ही तल में स्थित दो रेखाएँ या तो केबल एक बिन्दु पर प्रतिच्छेद करती 
हैं या समांतर होती हैं। 


7. तल में स्थित तीन था तीन से अधिक बिच संरेख होते हैं, यदि वे सभी एक 
ही रेखा पर स्थित हों। 


8. तीन या तीन से अधिक रेखाएँ स॑ंगामी होती हैं, यदि वे सभी एक ही बिन्दु 
से होकर जाती हैं। यह बिन्दु उनका संगमन बिन्दु कहलाता है। 


जमे का हत-- ९९७ हू. आऋषा 8 न.) ऋननम-मकनान+.. इआड।. »>+ ना या बनना दा. ६. मय आननाक #.3 ० डक - --.. अत 3 . छत... 33. कडजननं मा था बाल थ. -३, - >० # न न आ ->-7 उ -0+ 2 /+ब्जन जैन जब ७ अज-& -ौतिा रन निभा ऑन, >आनक-..443....-. अन्न. बत.. माथ अा-4 अच-ड-..3 इअनन 2 ल्‍कपकाक-- - ५ >-न्रीयनन- न 2 नद:नीी-मीलिन-->>.»79-च ६२2 443, नर >»ताटन»-नी थे प-अड -जा त7+5 






9.] भूमिका 


पिछले अध्याय में आप पढ़े चुके हैं कि बिन्दु, रेखा, या तल से क्‍या 
अभिप्राय होता है। इस अध्याय में हम रेखा के एक भाग पर ध्यान केन्द्रित करेंगे। 
याद कीजिए कि रेखा का दोनों दिशाओं में अपरिमित ब्रिस्तार होता है और इसलिए 
इसे कागज पर पूरी तरह से नहीं खींचा जा सकता। हम रेखा के एक भाग से ही 
अपना काम चलाते हैं जिसे रैखाखेंडः (॥ए 5५ "एल कहते हैं। 


9.2 रेखाखंड 


आइए एक रेखा / पर दो बिनु & और 8 अंकित करें (आकृति 9.)। रेखा का 
बह भाग जो & से 98 तक जाता है रेखाखंड ४3 कहलाता है। 





ने । 
आकति 9,7 


बिन्दु #व 8रेखाखंड #8 के अंत बिन्दु (॥4|०॥॥5) कहलाते हैं (आकृति 
9.2) इस प्रकार यदि अन्त बिन्दु ज्ञात हों, तो रेखाखंड 8 को पूर्णतया निर्धारित 


किया जा सकता है। रेखाखंड 83 को रेखाखंड 8%& भी कह सकते हैं। इसे 78 
अथवा 94 से व्यक्त करते हैं तथा 'रेखाखंड' #8' या 'रेखाखंड 8%' पढ़ते हैं। 


कक 
एए 


आकृति 9.2 


साथ हो, बिन्दुओं & व 8को मिलाने वाला कवल एक ही रेखाखंड हो 
सकता है, क्‍योंकि हम जानते हैं कि दो भिन्‍न बिनल्‍्तुओं से होकर केबल एक ही रेखा 
खींची जा सकती है। इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि रेखाखंड' रेखा का एक भांग 
होता हैं और इसके अंत बिच निश्चित हांते हैं। 


|70 गणित 


क्या आप अपने आस-पास दिखाई देने वाली वस्तुओं से रेखाखंडों के कुछ 
उदाहरण दे सकते हैं? अवश्य! आपके श्यामपद्ट के किनारे, आपकी मैज का किनारा, 
आपकी पटरी का किनारा सभी रेखाखंडों के उदाहरण हैं, क्‍योंकि इनके अंत बिन्दु 
निश्चित हें। 








प्रश्नावली 9.॥ 


3. निम्न आकृतियों में से प्रत्येक में कितने रेखाखंड हैं? सभी के नाम लिखिए 
५ ल्‍ 





आकृति 9,4 


धार! ॥77 


2. निम्न में कौन-सी आकृतियाँ रेखाखंड निरूपित करती हैं? 





4 मत बल हम बा पक न हम रन मल 
। री हे 3 
() (॥] 
 ४0४४७७४७७७७७७॥/७एए/॥४/७७७७७७ा.. आशा 2 चंबल कक सनक“ दी नरकतालक नकल अत नपनकनतान कप + ५२४०० ४ 
रि /ि 
(॥) (४) 
'आकृति 9.5 


3, अपने पर्यावरण से रेखाखंडों के तीन उदाहरण लिखिए। 
9.3 रेखाखंडों की तुलना 
दो रेखाखंडों की तुलना से हमारा अभिप्राय उनकी लम्बाइयों के बीच क्रम 


संबंध से है, अर्थात्‌ हम यह देखते हैं कि उनमें कौन सा रेखाखंड लम्बा है और 
कौन सा छोटा। 


() देखकर तुलना करना 


() () 
आकृति 9.6 
आकृति 9.6 (0) व () में दिए गए रेखाखंडों &8 और ?() को देखिए। 
() में केवल देखकर ही हम बता सकते हैं कि कौन सा रेखाखंड छोटा है, परल्तु 
(0) में रेखाखंडों की लम्बाइयों में बहुत कम अन्तर है। इस स्थिति में केवल देखकर 


|/४ गाँणित 


ही नहीं बताया जा सकता कि कौन सा रेखाखंड छोटा है! इसलिए हमें रेखाखंडों 
की तुलना करने के लिए अच्छी विधियों की आवश्यकता है। 


()) अक्स द्वारा तुलना करना 
मात लीजिए हम रेखाखंडों #8व (ए) .  बनजण++ 
की लम्बाइयों की तुलना करना चाहते धि 
है। हम अक्स करने का कागज लेते हैं 
और उसे रेखाखंड (१) पर रखते हैं 
[आकृति 9.7 (])] हम अक्स करने के 


कागज पर पटरी और पेंसिल की (5 क्‍ [) 
सहायता से इस रेखाखंड का अक्स ()) 

करते (खींचते) हैं। 

अब हम यह अक्स करने का कागज. _/४(0) रा: ४0)... 9. ४ 
रेखाखंड &! पर इस प्रकार रखते हैं कि (॥) 


बिन्दु ("बिन्दु & पर रहे तथा रेखाखंड 
०० रेखाखंड 88 के अनुदिश रहे। ताप 
अब रेखा »7ऐ पर बिखु 0 की स्थिति . पी कि 9(0) 
की तीन संभावनाएँ, हैं, 


(क)यदि ।) बिन्दुओं » व 8 के बीच स्थित 
है [आकृति 9.7 0॥)], तो हम लिखते हैं. /४(५) 9. ० 
(]) < 3 और कहते -हैं कि रेखाखंड (५) 
([), रेखाखंड #&8 से छोटा है। इसका 
अभिप्राय हैं कि (५) की लम्बाई, 8 
की लम्बाई से कम है। 


आकृति 9.7 


(ख) बिन्दु ))ठीक 8 पर है [आकृति 9.7 (॥)]|। इस स्थिति में हम कहते हैं कि 
रेखाखंड (१) रेखाखंड 88 के बराबर है। हम इसे लिखते हैं कि (७) +< ४8 
है और प्रढ़ते हैं '(५) बराबर है 83 '। इसका अभिप्राय है कि (१) की लम्बाई 
6४3 की लम्बाई के बराबर है। इस प्रकार दो समान लस्‍स्बाइयों वाले 
रेखार्ंड बराबर कहलाते हैं। 


गवस्ंड |/० 


(ग) यदि बिन्दु [) रेखा »8 पर बिन्दु 8 से आगे है [आकृति 9.7 (५)|, तो हम 
लिखते हैं (१) > &8 और पढ़ते हैं '(१), ४8 से बड़ा है! इसका अरभिप्राय 
है कि रेखाखंड (() की लम्बाई, रेखाखंड 8 की लम्बाई से अधिक है। 


(॥) लिंवाइडर द्वारा तुलना करना 

अपने ज्यामिति बकक्‍स में रखे 'डिवाइडर” (धण॑ध०/) 3 
नामक उपकरण से आप भली भौंति परिचित हैं (आकृति 9.8) है 
अब हम डिवाइडर द्वारा दा रखाखंडों ॥8 व (") की तुलना /ा 
करेंगे। इसके लिए हम डिवाहइडर की एक भुजा के सिरे का ग 
बिन्दु ("पर रखते हैं तथा दूसरी भुजा को सावधानीपूर्वक खोलते. 
हुए उसके सिरे को बिन्दु 0) तक लाते हैं [आकृति 9.५). 


आक़ाति ०.४ 
प्र | | । 
(४ ४ ६! ++ | (६. | कल 
। | 0 
है ह है, ही हे ४ | 
रे ; 

) । । ५ 
/ । ॒ 
9 9 #॥0॥ 0. ४9 धए 50] ४९)... | ॥? 


(॥] (भ] [४] (४) 


आकृति! 9.9 


अब डिवाइडर को हटाते हैं और उसके फैलाव में कोई भी परिवर्तन किए 
बिना, उसकी एक भुजा के सिरे को बिन्दु & पर तथा दुसरी भुजा के सिरे को रेखा 
४3 पर रखते हैं। यहाँ भी पहले की तरह तीन संभावनाँ हैं; 
0) यदि दूसरी भुजा का सिर # और 8 के बीच में आए. तो (0 < 8 है 
[आकृति 9.9 (॥)|। 
() यदि यह सिरा ठीक 8प९२ आए, तो (१) 5 88 है [आकृति 9,9 (॥)|। 
॥ यदि दूसरी भुजा का सिर छ से आगे जाए, तो (१) > #8 है 
[आकृति 9.9 (५)]। 


]8॥ गाशित 


9.4 रेखाख्ंडों का मापन 

आप जानते हैं कि लम्बाई मापने के कुछ मानक मात्रक (&ध्वा0श0 एशां) हैं, 
जैसे किलोपीटर, मीटर, सेटीमीटर आदि। मापन के बारे अब हम कुछ विस्तार से 
विचार करेंगे! आकृति 9,0 में दिए गए उपकरण पटरी को देखिए। यह ॥5 भागों 
में विभाजित है। प्रत्येक भाग की लम्बाई ॥ सेमी है। प्रत्येक ॥ सेमी भाग फिर ॥0 
छोटे भागों में बाँगा गया है। इनमें प्रत्येक छोटे भाग की लम्बाई ॥ मिलीमीटर (मिमी) 
है। इस प्रकार, ॥ सेमी ८ ॥0 मिमी और ॥ मिमी ८ 0.] सेमी है। इसलिए 2 सेमी 
3 मिमी की दुरी को हम 2.3 सेमी, 7 सेमी 7 मिमी को 7.7 सेमी तथा 5 सेमी 
9 मिमी को 5.9 सेमी भी लिखते हैं। 


अब हम रेखाखंडों को सेमी तथा मिमी में मापना सीखेंगे। 


मान लीजिए कि हमें रेखाखंड #8 को मापना है। हम पटरी के किनारे को 
रेखाखंड 88 के अनुंदिश इस प्रकार रखते हैं कि पटरी का शून्य चिह्न बिन्दु & 
पर रहे। अब हम पटरी पर वह चिह्न पढ़ते हैं जो बिन्दु 8 के सापने है। पटरी पर 
अंकित यह चिह ही रेखाखंड #8 की माप है। आकृति 9.0 में यह चिह्न 5 सेमी 
तथा 8 मिमी प्रदर्शित करता है। अत; रेखाखंड &8 की लम्बाई 5 सेमी 8 मिमी या 
5,8 सेमी है। हम इसे '#&8 < 5.8 सेमी' के रूप में लिखते हैं। 


59 तंपों ६ 


श्््््.्ण््््ण्ण्ध्ण््ण्य्ण गा जया जा च 


॥॥ ॥8॥| ॥ )॥ ॥॥ .॥ ॥॥ ॥ 


न्नाममाशाथ।. "परमार. धआ-42-+:मा. टनपा-ह-काक, हि 
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आकाति 9, /0 


पटरी की मोटाई के कारण पटरी पर लगे चिह्न उसी समतल में नहीं होते 
जिसमें रेखाखंड ४8 है। इसके कारण शून्य (0) के चिह् को बिरु & के सामने 
रखने में या छ के सामने के चिह्न को पढ़ने में कुछः गलती हो सकती है। इस गलती 
से बचने के लिए हम डिवाइडर की सहायता से मापन कर सकते हैं। इसके लिए 
हम डिवाइडर को इतना खोलते हैं कि इसकी एक भुजा का सिरा बिन्दु & पर तथा 
दूसरी भुजा का सिसा बिन्दु छ पर रहे [ आकृति 9.[)]। 


अब डिवाइडर के फैलाव को बिना बदले, उसे रेखाखंड से उठाकर पटरी पर 
इस प्रकार रखते हैं कि उसकी एक भुजा का सिर शुन्य के चिह पर रहे जैसा 


एवाखंड ॥8॥ 


आकृति 9.] (॥) में दिखाया गया है। अब हम पटरी का बह चिह् पढ़ते हैं जिस 
पर डिवाइडर की दूसरी भुजा का सिरसा है। इस प्रकार रेखाखंड #&93 की लम्बाई प्राप्त 
हो जाती है। आकृति में यह लम्बाई 5 सेमी है। 





आकृति 9, 77 


9.5 दी हुई लम्बाई के रेखाखंड की रचना करना 


मान लीजिए हमें 4.5 सेमी लम्बाई का रेखाखंड खींचना है। इसके लिए अपनी 
अभ्यास पुस्तिका के पन्‍ने पर एक बिन्दु & अंकित कीजिए। अब पटरी को इस प्रकार 
रखिए कि उसका शून्य चिह्न # पर रहे। अबध हम पटरी पर 4.5 सेमी के चिह्न के 
संगत बिन्दु को 8 अंकित करते हैं। पटरी की सहायता से बिन्दु & से बिन्दु 8 तक 
पेंसिल चलाकर जो रेख़ाखंड .&98 प्राप्त होता है वही 4.5 सेमी लम्बा अभीष्ट रेखाखंड 
है (आकृति 9.2)। इसी प्रकार, हम अन्य लम्बाइयों वाले रेखाखंड बना सकते हैं। 


शी 5 
॥0॥॥॥॥ ॥0॥ ॥॥॥ ॥ ॥॥ ॥॥॥॥ ॥॥॥॥ ॥॥ ॥ ॥॥॥ ॥ ॥॥॥॥॥ ॥॥॥ै॥ 






कम्नकरफन्पफ्प. धपममममप्ना. पापा, या ला वि 8 सा हि हा धार. 


आकृति 9. 72 


रेखाखंडों की रचना परकार द्वारा भी की जा सकती है। माने लीजिए हमें 
5 सेमी लम्बे रेखाखंड की रचना करनी है। हम पहले की तरह अभ्यास पुस्तिका पर 
एक बिन्दु & अंकित करते हैं और इससे जाती हुई एक रेखा ।खींचते हैं 


॥]6० गाणया 


[आकृति 9.3())]। अब हम परकार के धातु वाले सिरे को पटरी के शून्य चिह्न पर 
रखते हैं ओर परकार को इतना खोलते हैं कि पेंसिल की नोक पटरी के उस चिह्न 
के सामने आ जाए जहाँ पर 5 सेमी दिखाया गया हैं [आकृति 9.3(॥)]। अब परकार 
के फेलाब में बिना कोई बदलाव किए, हम उसको रेखा /पर इस प्रकार रखते हैं 
कि धातु वाला सिरा बिन्दु & पर हो। फिर पेंसिल की नोक से रेखा पर, एक छोटा 
सा चिह्न लगाते हैं जो रेखा /कों 3पर काटता है [आकृति 9.3(08)|। इस प्रकार 
प्राप्त रेखाखंड 89 ही अभीष्ट लम्बाई ५ सेपी का रेखाखंड है। इसी प्रकार, परकार 
की सहायता से अन्य लम्बाइयों वाले रेखाखंड बनाए जा सकते हैं। 













॥ 
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आकाति 9.॥3 


9.6 एक रेखा से दिए हुए रेखाखंड को बराबर रेखाखंड काटना 


मान लीजिए एक रेखाखंड #छ8 है तथा | एक दी गई रेखा है। हमें रेखा 
! में से रेखाखंड 88 के बराबर रेखाखंड काटना है [ आकृति 9.4 ()]। इस रचना 
के लिए हम डिवाइडर या परकार का प्रयोग कर सकते हैं। हम यहाँ परकार का 
प्रयोग कर रहे हैं। 


रेखा / पर एक बिन्दु ? अंकित कीजिए। अब परकार को खोलिए और उसे 
इस प्रकार समायोजित कौजिए कि उसका भ्ातु वाला सिरसा बिखु & पर हो तथा पेंसिल 
की नोक बिन्दु छेपर हो [आकृति 9.%4॥)])। अब परकार को उठाइए और उसके 
फैलाव में कोई परिवर्तन किए बिना उसके धातु वाले सिरे को बिंदु ? पर रख कर 
रेखा । पर एक छोटा सा चिह्म बनाइा! और उसे 0से व्यक्त कीजिए। इस प्रकार 
प्राप्त रेखाखंड 0(१ ही अभीष्ट रेखाखंड है जिसकी लम्बाई रेखाखंड &8 की लम्बाई 
के बराबर है [आकृति १.१4 (॥॥)|। 


सवास्ंट ॥83 





औँ >- 5 छा के. की छन--+ किम की 
आकृति 9.74. 00 
9.7 एक रेखाखंड की रचना करना जिसकी लम्बाई दो दिए हुए 
रेखाखडों की लम्बाइयों का योग हो 


मान लीजिए दो रेखाखंड ७8 व (0) दिए हुए हैं, जिनकी लम्बाइयाँ क्रमश: 
०व #हैं। हमें एक ऐसे रेखाखंड () की रचना करनी है जिसकी लम्बाई 4८+# हो। 


हम एक रेखा ! खींचते हैं और उस पर एक बिन्दु? अंकित करते हैं। अब 
हम अनुच्छेद 9.6 की विधि का प्रयोग करते हुए, रेखा /पर एक रेखाखंड ?/४ बनाते 
हैं जिसकी लम्बाई रेखाखंड 88 की लम्बाई के बराबर अर्थात्‌ &है। अब हम इस्ी 
विधि का पुनः प्रयोग कर रेखा / पर ही रेखाखंड |/0 बनाते हैं जिसकी लम्बाई (0) 
की लम्बाई अर्थात्‌ 8 के बराबर है तथा 0बिचु ?के उसी ओर है जिस ओर ॥५/ 
है (आकृति 9.5)। इस प्रकार प्राप्त रेखाखंड ?(0 ही अभीष्ट लम्बाई 4+ # वाला 
रेखाखंड है। इस स्थिति में, हम लिख सकते हैं कि ४38 + (0) 5 70 है। 


के गीत. गीत. 02.4 ०0००० ७०७७० ०१) €नाला ग्ण्ण्प ना9७+> ७... पिया पाए जा बाकी | 


नो अक“ 76% “हनी जन ० बताना के ब्ज्ग के सच न» 
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ए है! ् 
आकृति 9.75 





884 पाणित 


9,8 एक रेखाखंड की रचना करना जिसको लम्बाई दो दिए हुए 
रेखाखंडों की लम्बाइयों का अन्तर हो 
मान लीजिए 88 व (१) दो रेखार्खंड दिए हैं जिनकी लम्बाइयाँ क्रमंश:वव 
७ हैं और०> ४9 है। हमें एक ऐसा रेखाखंड 7? बनाना है जिसकी लम्बाई4-# हो। 


किसी रेखा (पर एक बिचखु ?अंकित करते हैं। अब रेखा /पर एक रेखाखंड 
१५ बनाते हैं जिसकी लम्बाई ८ है। अब रेखा । पर ही लम्बाई & का रेखाखंड १४०0 
इस प्रकार बनाते हैं कि बिन्दु 0बिम्दु /। के उस ओर हो जिश्न ओर एहैं। इस 
प्रकार प्राप्त रेखाखंड (0) ही अभीष्ट लम्बाई ध-# वाला रेखाखंड है (आकृति 9.6)। 
हम इसे लिख सकते हैं कि &8-(१0 >?( है। 


9 
8 कं नि] 
हि ठि (१ मा कम, 


हे 
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आकुति 9.6 
'उद्दाहरण 4 ; 3 सेमी लम्बाई का एक रेखाखंड #8 दिया है। एक ऐसा रेखाखंड 
खींघिए जिसकी लम्याई 288 हो। 
हल 5: एक रेखा /खींच कर उस पर एक बिन्दु [( अंकित करते हैं। अब / पर 
रेखाखंड 883 की लम्बाई के बराबर रेखाखंड (७ बनाते हैं। अब (५से प्रार्भ कर 
एक रेखाखंड !श? बनाते हैं जिसकी लम्बाई भी रेखाखंड 8 के बराबर है (आकृति 
9.2)। इस प्रकार, रेखाखंड छह? जा दीश +शी?2- ४8 + 3-2 &3 56 सेमी है। 


कुग्णयार हज ऋकओं कं । 








& . उसेमी ७8 
3 सेमी 3सपी 
> माल ला आम लव गत 2 ते निकल ला 3 असल कक की न्ीाकिलनि डिक जज जज ++++> | 
 फकओणणणओजज-+..0_टि 
2 /93 
आकृति 9.77 


के कि ७ 


यार्ड ]85 


प्रश्नावली 9.2 


निम्न उपकरणों प्रयोग करते हुए का प्रयोग आकृति 9,.१8 में दिए गए दोमों 
रेखाखडों को मापिए: 


(।) पटरी (() डिवाइंडर 
का >>) 
न ् 
ट 
आकृति 9. 70 
2, निम्नलिखित वस्तुओं की लम्बाई तथा चौड़ाई था ऊँचाई सेंटीमीटरों में मापिए : 
($) पोस्टकार्ड (॥) दरवाजा (॥) श्यामपद्ट 
3, पटरी का प्रयोग कर, निम्नलिखित लम्बाइयों के रेखाखंडों की रचना कीजिए ; 
() 3.5 सेमी (॥) 4.8 सेमी (3॥) 5.2 सेमी 
4, परकार की सहायता से, निम्नलिखित लम्बाइयों वाले रेखाखंडों की रचना कीजिए; 
() 6.4 सेमी क्‍ (॥) 4,7 सेमी (॥॥) 5,6 सेमी 
5. आकृति 9.9 में दिए गए रेखाखंडों के बराबर लम्बाइयों वाले रेखाखंडों की रचना 


कीजिए तथा इनका मापन कीजिए। 


8 
0. 7 +....._ 
[) [ः ' 


आकृति 9.79 


[60 गणित 


6. आकृति 9.20 [0)व (॥]] में, बिन्दु छ रेखा / पर &व (! के बीच स्थित है। 
सत्यापन कीजिए! 


() 83 + 8(९ ८ (६ (0 ७0 - 80- ४8 
न ह 
5 जब 
0) ( 
(|] 
,शकैकलीीत) किक ह। 
<०५““““ 8 ९ 
() ३३ 2० 


7. अपनी अध्याप्त पुस्तिका में 8 सेप्ती लम्बा एक रेखाखंड बनाइए। इस रेखाखंड में 
से 4.3 सेमी लम्बाई का रेखाखंड &(? काटिए। शेष बचे रेखाखंड को मापिए। 


8, परकार की सहायता से एक रेखा्खंड की 
रचना कीजिए जिसकी लम्बाई आकृति 9,27 
में दिए हुए रेखाखंडों &#8 व ४0 की 
लम्बाइयों के योग के बराबर हो। डिवाइडर 
की सहायता से इस रचना की जांच 
कीजिए। 8 ल्र्५ ४४0७ 


आक़ाति 927 
9. एक रेखाखंड की रचना कीजिए जिसकी लम्बाई रेखाखंड »&85-3.9 सेमी से दुणनी हो। 


0, यदि »&8+-> 5,8 सेमी तथा (१)०३,4 सेमी है, तो एक ऐसे रेखाखंड की रचना 
कीजिए जिसकी लम्बाई &8व (]) की लम्बादयों का अन्तर हो। 


॥१., यदि &8>4.5 सेमी तथा (१)-३ सेमी है, तो उन रेखाखंडों की रचना कीजिए 
जिनकी लपघ्याइयों हैं : 


(6)2#83  (00)300 ()]#&8+*2(00 (९&8- (0 (५७२९८००- ७४ 





वार ॥४7 


याद रखन॑ याग्य बातें 
|, रेखाखंड रेखा का एक भाग होता है। 


|2. एक रेखाखंड के दो अन्त बिन्दु होते हैं, परन्तु रेखा का कोई अन्त बिन्दु नहीं 
होता। 


3, दो बिन्दुओं #व 8 को जोड़ने वाला केतल एक ही रेखाखंड होता है। इसे ४3 
से व्यक्त किया जाता है। 


4, रेखाखंड ७3 की लम्बाई को 3 से व्यक्त किया जाता है। 





0. भूमिका 


अपने चारों ओर देखिए। कया आपने ध्यान दिया है कि जब भी दो रेखाएँ 
मिलती हैं, वे एक कोण बनाती हैं? उदाहरण के लिए आप कमरे की दीवारों के 
किनारों को देखिए, दरवाजे, मेज, श्यामप्॒ट्ट के सिरों को देखिए। अपनी 
अभ्यास पुस्तिका व पुस्तक के किनारों को देखिए। ये सभी कोण बनाते हैं 
(आकृति 0.)। 


हे ज्गार्परज 





"धर्म आर, 2 अल २. 





आकृति 70.7 


अनेक भौतिक परिस्थितियों में कोण की अवधारणा का बहुत महत्व है। 
उदाहरण के लिए, किसी स्थान पर गर्मी की गहनता इस बात पर निर्भर करती है 
कि सूर्य की किरणें उस स्थान पर कितना कोण बनाती हैं। किसी भी वस्तु का आकार 
जो हमें दृष्टिगोचर होता है इस बात पर निर्भर करता है कि वह वस्तु हमारी आँख ' 
पर कितना कोण बनाती है इत्यादि। इस अध्याय में, हम कोण और उससे संबंधित 
कुछ गुणों के बारे में अध्ययन करेंगे। 


0.2 किरण 


क्या आपने कभी सूर्य से निकलने वाली प्रकाश किरणों [आकृति 0.2()], 
जलती हुई मोमबत्ती से मिकलने बाली प्रकाश किरणों [आकृति ॥0,2(॥)], या दृष्टि 
किरणों [आकृति 0.2(॥)] के बारे में सुना है? 


काण [४० 


प्रकाश किरण 


“प्रकाश किरण॑ 





ही... : 0) (॥) 
आकृति 70,2 


प्रकाश की किरण सूर्य अथवा मोमबत्ती की लो में स्थित एक बिल से प्रारंभ 
होती है और एक ही दिशा में अपरिमित रूप से चिस्तृत होती है। इसी प्रकार, दृष्टि 
किरण आँख के एक बिन्दु से प्रारंभ होकर एक ही दिशा में अपरिमित रूप से विस्तृत 
होती है। इस प्रकार हम कह सकते हैं कि 


किरण एक बिन्दु से प्रारंभ होती है और एक' ही दिशा में अपरिमित 
रूप से विस्तृत होती है। 


आइए एक रेखा / पर विचार करें। इस रेखा पर एक बिन्दु |/ अंकित 
कीजिए। यह बिन्दु |/ रेखा । को दो भागों में विभाजित करता है। /का प्रत्येक 
भाग बिन्दु |! के साथ मिलकर एक किरण (9) का निर्माण करता है (आकृति 0,3)| 
इस प्रकार बिझु ॥/ तथा इसके एक ओर के सभी बिन्दुओं को मिला कर एक किरण 
बनती है तथा. दूसरी किरण में बिन्दु |/ तथा |/ के दूसरी ओर के सभी बिन्दु सम्मिलित 
हैं। यह बिखु / किरण का ग्रारंधिका बिन्दु (#॥/८//#07/) कहलाता है। 








ी 
| 


आन आम 0 आशा 44 
४ 


आक्ाति 70.3 


अतः किरण रेखा का केवल एक' अन्त बिन्‍्दे, मान लीजिए 0, वाला 
भाग है। यह केक्ल एक ही दिशा में अपरिमित रूप से विस्तृत होता हैं। 


[000 गाणिए 


अन्त बिन्दु 0 को किरण का प्रारंधिक बिन्दु कहते हँ। 


टिप्पणी; जिस प्रकार रेखा को हम कागज पर संपूर्ण रूप में नहीं खींच सकते, उसी 
प्रकार एक किरण को भी कागज पर पूरी तरह नहीं खींचा जा सकता। हम केवल 
किरण के एक भाग को ही खींचते हैं और उसी को पूरी किरण मान लेते हैं। 


क्रियाकलाप 4: कागज पर एक बिन्दु 0"अंकित कीजिए। 0 को प्रारंभिक बिन्दु 
लेकर एक किरण खींचिए। क्‍या 0 को प्रारंभिक बिन्दु रखते हुए कोई दूसरी किरण 
भी खींची जा सकती है? स्पष्ट है कि इस प्रकार की जितनी चाहें उतनी किरणें खींची 
जा सकती हैं (आकृति 0,4)! इस प्रकार हम देखते हैँ कि एक ३िए हुए बिनु को 
प्रारंधिक बिन्दु माकते हुए अर्ख॑ख्य किरणें खाँची जा सकती हैं। 


«कु 
वि 


ब्बहीा भी 8 


हू. । 
5 
हर 
क- -> हा दा 
जाई ही मम 
बे (3) ५ ० 
ड़ च 
3 कं 
गा 


्ज्म 


आकर 70.4 


क्रियाकलाप 2 : अब हम देखते हैं कि एक दिए हुए बिन्दु 0. को प्रारंभिक बिन्दु 
मान कर तथा एक दिए हुए बिन्दु & से होकर जाने वाली कितनी किरणें खींची जा 
सकती हैं। बिखु 0को # से मिलाते हुए एक किरण आकृति 0.5 में दर्शाएं अनुसार 
खींचिए। क्‍या इस प्रकार की कोई और किरण खींची जा सकती है जिसका 0 
प्रारंभिक बिन्दु है तथा जो & से होकर जाती है? प्रयास करने पर हम पाते हैं कि 
इस प्रकार की किसी और किरण की रचना असंभव है। 


कै आम भा किरण 


0५ प्रारंभिक बिन्दु 5 
दिया हुआ बिन्दु 
आकाति 70,5 क्‍ 


अत; ऐसी केक्ल एक ही किरण हैँ जिसका ग्रारंधिक बिन्दु 0 हैँ तथा 
जो एक दिए हुए बिन्दु & से होकर जाती हैं। 


आइए आकृति 0,.5 में खींची गई किरण पर एक अन्य बिन्दु ४8लें जैसा 


कोण ]9| 


कि आकृति 0.6 में दर्शावा गया है। क्या प्रारंभिक बिन्दु 0कों लेकर बिन्दु 
से होकर जाती हुई नई किरण पहले वाली उस किरण के समान है जिसका प्रारम्भिक 
बिन्दु 0 है तथा जो & से होकर जाती है? हाँ। दोनों किरणें समान हैं। अतः 


# 5 आम हो किरण 
() 5 + 


आओक़ाति /0,6 


एक किरण पूर्णाया निर्धारित हो जाती है, यदि उम्का प्रारंभिक 
बिन्दु और उस किरण पर स्थित एक अन्य बिन्दु ज्ञात है। 


चूँकि प्रारंभिक बिंदु और किरण पर स्थित एक अन्य बिन्ु से एक अद्वितीय 
किरण निर्धारित होती है, इसलिए इस आधार पर हम किरण का नामांकन करते हैं। 
प्रारंभिक बिन्दु 0वाली तथा बिन्दु & से होकर जाने वाली किरण को नाम देते हैं 
'किरण 08" संकेतन में, इस किरण को 06 लिखते हैं (आकृति 0.7) 


पी यपक--क3+--स-न न न न नमन नानक मन नन- + 43 <533++3+4 न »9333५८+न+बननननककन_नगाना ता एप तामाशलस्‍सननन-+-+-न>ण-कनपन--ा तन पतन नानक पक न_न७ि रु 


ण्_्_्न्कै 
० किरण 0# या 00 ४ 
आक्ञाति 707 


ध्यान रहे कि किरण के नामांकन में प्रारंभिक बिन्दु को पहले लिखते हैं। इस 
प्रकार यदि हम 'किरण ?0' लिखते हैं, तो इस किरण का प्रारंभिक बिन्दु ? है, 
(0 नहीं। 

हम जानते हैं कि रेखा &8 तथा रेखा 88 समान हैं। इसी प्रकार, रेखाखंड 
53 व रेखाखंड 8 में कोई अंतर नहीं है। कया इसी प्रकार 'किरण #8' व किरण 
8 भी एक ही हैं? आकृति ॥0,8 में खींची गई किरण 88 तथा किरण 8& का 
अवलोकन कीजिए। 


।902 गणित 





हँहिएके त०-+७>5क के०--3पमरसीमलम कहा. कपा-कृर-#०-+-नकनिआ-अमनुति करन] टिवमकर पान न्‍ न. +९०० ने +_-ञभत केक: | पं ॥ १५ 4०: ना म8+५ 


जितना पल । कै टलक-लर तल करन कर, क8-क-छ. 7 -ररता पक: ६० फनान्कनाा भकन पर गा. मुकीग मरने स्‍मक अनच०कम;+कमटा 3७-७३ नके हवा "#० ७६% किक" ॥मनफ़ *कूटि 





(5 
आकराति 70.8 


स्पष्टतया प्रारंभिक बिनु & वाली किरण /#४8 तथा प्रारंभिक बिन्दु छ वाली 
किरण 8७ अलग-अलग किरणें हैं। ध्यान दीजिए कि इन दोनों किरणों में बिन्दुओं 
& वे 8 की स्थितियों में कोई अन्तर नहीं है। इस प्रकार, हम पाते हैं कि 


किरण 68 तथा किरण 84 दो पिन किएणें हैं। क्‍ 
टिप्पणी : संकेतन में, रेखा '8४3 को ७83, किरण ४8 को #&8, रेखाखंड 63 को #[१ 
तथा रेखाखंड &8 को लम्बाई को &छ से प्रदर्शित किया जाता है। परम्तु प्राय; इन 


चारों को एक ही संकेतेन &98 से प्रदर्शित किया जाता है। यह संदर्भ से स्पष्ट हो 
जाता है कि इसका प्रयोग चारों में से किसके लिए किया गया है। 


अब एक रेखा ! खींचिए। इस रेखा पर बिन्दु (0) अंकित कीजिए। जिस प्रकार 
आकृति 0.9 में दर्शाया गया है, इस बिन्दु की विपरीत दिशाओं में दो बिन्दु & व॑ 
8 अँकित- कीजिए। क्‍ | 


() 


आकृति 70.9 


इस प्रकार, हमें दो किरणें 0)& तथा 08. प्राप्त होती हैं जिनका प्रारंभिक 
बिझु एक ही है, परन्तु वे दो विपरीत दिशाओं में विस्तृत हैं। ऐसी किरणों को 
विपरीत किरणें (00705/2 7495) कहते हैं। 
उदाहरण | 


() आकृति ॥0.0 में दिखाई गई उन सभी किरणों के नाम लिखिए जिनके 
प्रारंभिक बिखु क्रमशः 0,ए व 0 हैं। 


() क्‍या किरण 07२, किरण (07 से भिन्‍न है? 


प.[|[ ५% 


(0) कया किरण ?(), किरण एएर से भिन्‍न है? 


"रे 
मु +० दफा जि । म ३० फकप-अक कर्आण०-+ ज" -३ अ्कष्णफ हा जननी 'फककनकानण.. "फल पनकमाता व कम रन वचन . पआ+०-क-आ बज ५४.32 ५.० ५ क हक &अपन जात [छ8-8*॥ की. है जल क्रन्क्ाने «7 ॥ ० न कि ॥ टिमका-' गा ऋण थे "तो शत. 3॥7 पद्म कथा | | ० ग० | +०ू | ७ मय. है $ुच्छओ ने. की ] 


[२ ५ 0 0 8 
आकृति 70, 70 
हल: 
द (0) प्रारंभिक बिन्दु 0) वाली किरणें हैं : 00 08, 000 4 0$। 
प्रारंभिक बिन्दु ? वाली किएणें हैं; २, ?0, 70 व ?४। 
हसी प्रकार, प्रारंभिक बिन्दु 0.वाली किरणें हैं : 0$, 00, 0? व (२ | 


(0 किरणें 0२ तथा 07 समान हैं, क्‍योंकि दोनों के प्रारंभिक बिन्दु एक ही हैं तथा 
दोनों एक ही दिशा में अपरिमित रूप से विस्तृत हैं। 


(07) किरणें (१ तथा शर भिन्‍न किएणें हैं, क्योंकि इमके प्रारंभिक बिन्दु तो समान 
हैं परन्तु ये अलग-अलग दिशाओं में विस्तृत हैं। 
७ ९ & 


प्रश्नावली 0, 
,. एक किरण की रचना कीजिए जिसका प्रारंभिक बिन्दु एहै तथा जो बिन्दु 0 
' से होकर जाती है। 
2. निम्न किरणों के प्रारंभिक बिचु बताइए; 
(0) ए0? (]) (एछए (0 शध्ट 
3, () आकृति ॥0.॥ में प्रदर्शित उन सभी किरणों के नाम लिखिए जिनके प्रारम्भिक 
बिन्दु क्रशः 0, 9 0वं '' हैं। 





७० ााणण शणणणणणणाभधभण7॥ था णणणार थी; 


र्ि ॥। रि () ()) 
आकृति 70.77 
0) क्‍या किरण ॥0, किरण ए?से भिन्‍न है? 
(0) क्‍या किरण ()7, किरण 00 से भिन्‍न है? 


)0+ गणिल 


4. आकृति 0,2 में कितनी किरणें निरूपित हैं? उनके नाम लिखिए। 





आक्ाति ॥0.॥2 
5. एक रेखा, एक रेखाखसंड व एक किरण में क्‍या अंतर है? 


0,3 फो ण 
कया आपने घड़ी की दोनों सुद्धयों, डियाइडर की दोनों भुजाओं, कैंची के तेज 


फलों पर ध्यान दिया है? इन सभी में दो भुजाएँ होती हैं जो एक कब्जे से जुड़ी 
होती हैं। ये सभी हमें कोण (4027८) का आभास कराती हैं। 


(4 । 
॥ "रा 
। ५४ ०! ह; के 
॥! ११ हि बा 
( है ु 


आक्षत 70,.॥3 


यदि हम कब्जे को प्रॉरभिक बिन्दु तथा दोनों भुजाओं को दो किरणें मान 
लें, तो कोण की अवधारणा इस प्रकार होगी ; 


कोण एक ऐसी आकृति है जो एक ही प्रारंभिक बिन्दु वाली दो 
किरणों से बनती हैँ। उभयनिष्ठ प्रारंभिक बिनु 0 कोण का शीर्ष #शा८्य) 
कहलाता है तथा कोण को बनाने वाली दोनों किरणें 0» तथा 08 कोण की भुजाएँ 
(078 या ४४८5) कहलाती हैं (आकृति 0,4)।भुजाओं को प्रायः शीर्ष के निकट 
एक वृत्तीय चाप द्वारा जोड़ दिया जाता है, जैसा आकृति 0.4 में दिखाया गया है। 


कं ४३ 





प्र न य 
0 
शीर्ष भुजा 


आक़ाति 70.74 


क्रियाकलाप 3 + एक धागे का टुकड़ा लीजिए। एक ड्राईग पिन की सहायता से 
धागे के एक सिरे को ड्वाइंग बोर्ड पर स्थिर कीजिए (आकृति १0.5)। धागे के दूसरे 
05 #७४७७७७४ ७७७ 
प्रारंभिक स्थिति 
आक्ाति 70, /5 





सिरे को हाथ से पकड़ कर तथा आकृति 0,१6 () में दिखाई गई प्रारंभिक स्थिति 
08 से शुरू कर धड़ी के घूमने की उल्टी दिशा में घूर्णन देना आरंभ कीजिए! 
हम क्‍या देखते हैं? हम देखते हैं कि जैसे-जैसे धूर्णन करते हैं, धागे की स्थिति 
प्रारंभिक स्थिति 08 के साथ एक कोण बनाती चलती है। इस प्रकार, हम कह सकते 
है कि प्रारंभिक स्थिति को स्थिर रखते हुए यदि एक किरण घूमती है, तो एक कोण 
बनता है (आकृति 0.6)। 


मर पदक काम्यक्ामातमक 
ही जय 
हि ही $ 3 ' |: / 


प्रारंभिक स्थिति डर 7 प्रारंभिक स्थिति । 
() () (॥॥) 
आकृति 70, 76 


[५५७ गणित 


40.3.। कोण के लिए संकितन क्‍ 
एक कोण को व्यक्त करने के लिए, हम 
सिंह '८' का प्रयोग करते हैं। किरणों 08 व 
098 द्वारा निर्मित कोण (आकृति ॥0.7) को 
८08 या “80% से दर्शाते हैं और इसे ाणाणणणणफू+> 
'कोण #08' था 'कोण 802' पढ़ते हैं। 
* आक्राति 70.77 
ध्यान दीजिए कि 
0) ८.05 चही है जो /.80% है। 
(॥) कोण को प्रर्दर्शि करते समय कोण के शीर्ष को मध्य भें लिखा जाता है। 


कभी-कभी कोण केवल? या “कोण ?' के रूप में ही व्यक्त किया जाता 
है [आकृति ॥0.8(0)]। कभी-कभी कोण को निरूपित करने के लिए अंग्रेजी वर्णपाला 
के छोटे अक्षर &,५,८ आदि का प्रयोग किया जाता है [आकृति 0.8(॥)]। कभी-कभी 
इसके लिए स॑ख्याएँ ।, 2, 3,...आदि भी प्रयोग में लाई जाती हैं [आकृति 0.8 (॥]। 


ढ़ हु .. /&2>५ 
9 ८१ द जा है | हे? अपड कम 4 ह । 
॥] 


छू? () 
आक्राति ॥0, 78 
शिप्पणी : बहुत बार हमें आकृति 70,.9()) के समान एक उभयनिष्ठ अन्त बिन्दु ? 
वाले रेखाखंड (१) व एए प्राप्त होते हैं। तब हम कहते हैं कि रेखाखंडों (0 व एर 


द्वारा बिसु ?पर एक कोण का निर्धरण हुआ है। इस प्रकार एक उभयनिष्ठ अन्त 
बिन्दु वाले दो रेखाखंड भी उस बिन्दु प्र एक कोण का निर्धरण करते हैं। 


हैं । 





व... 8... 4३ 4९७०-.०-२- ५. नर जरा करन जन गन न-+०कलताकनीजर-३०००००- ना> कक कक. ०4 या पत+ाक ० ता करी>-+००, |। ्‌ + 9 +%+%१% है। हु 
रे छः (] ) क्‍ | 
आक्ति 70, 79 


काण ॥पां 

वास्तव में, यहाँ कोण रेखाखंडों द्वात जनित किरणों से बनता है [आकृति ॥0.90) ]। 

परन्तु कोण के संदर्भ में हम किरण व रेखाखंड के अन्तर पर बहुत ध्यान नहीं देंगे। 
उदाहरण 2; निम्न कोणों के नाम लिखिए; 


अर प्जरन पक ना ना जज चरतथ 9 >> की ३ कप ५ * अूज>नन्‍ पकपकीगट४० 2 वानथान चौंपन १०० +पु 

9. ३ कप 

(4) (॥) 
आकृति 70.20 ह 


हट [३०७ # %मे... ॥ मा ट" रकासंओ जी के है। टैंक डक ->म अंक 4 के ।%8 क्र 





हल ; 0) ८? (0 ८ए0ए या ८ ए80ए या८ 0 (॥) ८ 27. 
0.3.2 कोण के अभ्यंतर एवं बहिशभाग 


एक किरण 0# लीजिए। बिन्दु 00 को गँ क्‍ 
स्थिर रखते हुए तथा भुजा 08 को घुमाते हुए 8/ 
आकृति १0.2 में दर्शाई गई स्थिति 08 तक ्ी 


लाइए। जैसे-जैसे भुजा 08 घूमती है और. #/# «तर 

08 तक जाती है, वह तल के एक भाग को 

आख्छादित करती जाती है। आकृति १0.2१ में न्‍ हु 
इस भाग को छायांकित किया गया है। बहिभगि 


आकृति 70.27 


इसी भाग के सभी बिन्दुओं को मिलाकर ८४098 का अध्यततर (काशांता 
बनता है। कुछ बिन्दु जैसे 0, छ, 0, &, 3 आदि ८#098 की भुजाओं पर स्थित हैं। 
तल के वे सभी बिन्दु, जो न तो ८&08 के अर्भ्यतर में हैं और न ही ८.&098 
की भुजाओं पर, मिलकर ८.७08 का बहिभाग (€शाटआंट7) बनाते हैं। ध्यान दीजिए 
कि कोण अपने अभ्यंतर को बहिर्भाग से अलग करता हे। 


कोण ८.03 व इबके अभ्यंतर को मिलाने से प्राप्त क्षेत्र को कोणीय क्षेत्र 
(राशी 7८2०7) 38093 कहते हैँ। 
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उदाहरण 3; आकृति ॥0.22 में कितने कोण दिखाए गए हैं? उनके नाम लिखिए। 


हल ; यहाँ तीन कोण बने हैं जिनके नाम हैं; ८008, ८808 और ८00५ | 
बताइए जो स्थित हैं; 


() ८609 के अभ्यंतर में, 
(] ८४08 के बहिर्भाग में, 
(7) ८७08 पर। 


व 
आक़ात 70.22 


उदाहरण 4 ; आकृति १0.23 में उन बिन्दुओं के नाम 
() ८४09 के अभ्यंतर में, 
(0) ८808 के बहिर्भाग में, 





(7) «(28 पर। 0 है 2 
आक्ाति 70.23 
हल १ 
() बिचु 9 व 8। 
(7) बिचु फव (0। 
(॥) बिन्दु 8, 0, 0व 8। 
७ 9 ७) 
प्रश्गावली 40.2 
7. अपने प्रयविरण से कोणों के तीन उदाहरण दीजिए। 
2. निम्न कोणों के शीर्ष एवं भुजाओं के भाम लिखिए; 
ऊ की हर 
/_ िओ 
हे ८ | 
() (॥) ४ प[ए) ू (५) 


आकृति 70.24 


3, “089, <70ए, <शार और ८070 को दशाते हुए कोण बनाइए। 
4. आकृति 0.25 में कितने कोण दर्शाएं गए हें? उनके नाम लिखिए 


5, आकृति 0.26 में दर्शाएं गए कोणों के नाम लिखिए। इनमें से कितने कोण केवल 
शीर्ष का प्रयोग करते हुए दर्शाएं जा सकते हैं। 
() 


/ ४ 
की है ! | /ध 

रे ह । 

' री | 
[) हा ह ५ रा. 

हा 0 6 रा 

[] ि 
आक्ति 70.25 आकृति 70.26 


6. आकृति १0.27 में अंकित उन बिन्दुओं के नाम लिखिए जो स्थित हैं: 


(0) ८ ?0४₹ के अभ्य॑तर में; ए 
(॥) «< 7?()२ के बहिर्भाग में; 3/ शी 
(6॥) <?0ए पर । 3५ र पा 
/ ण्जि 
रा 
(2 . छ& २ 
क; आकाति 40.27 


7. आकृति ॥0.28 में निम्न कोणों के वैकल्पिक नाम लिखिए 


() ८] (॥) “22 र्‌ 
(॥) 23 (0५) ८4 . हु है 


(५७) “53 ञ रु हे 


४ | हे हे 
(, ' 


आक्राति 70.28 


20) 'गागित 


8, आकृति १0.29 में क्‍या 
() बिन्दु 8, /»08 के अभ्येतर में है? 
(() बितु छ, /४00 के अभ्यंतर में है? 
(४) बिचु 0, ८#(फऐ के बहिर्भाग में है? ४.८ 
(५) बिलु 0), ८४00 के बहिर्भाग में है? 
(४) बिचु &, ८2009 के अभ्यंत्तर में है? 






आक्राति 79,29 


0.3.3 कोण का परिमाण 


आइए ८.४09 पर विचार करें (आकृति 0.30)। हम 08 से 0७ तक के 
धुमाव को कम या अधिक कर भुजाओं 0» और 098 के बीच के झुकाव या फैलाब 
को बदल सकते हैं। दोनों भुजाओं के बीच के झुकाव या फैलाव की यह मात्रा ही 
कोण का. फ्रियाण (#राव8॥7॥76८) होती है। 


ग्र्न्ि 
/ि | रा 


() .> 
० छू 8 ०6) 8 ० छ)  ४ 


आकति' /0.30 


इस प्रकार यदि दो कोणों की भुजाओं का झुकाव या फैलाव अलग-अलग 
है, तो हम कहते हैं कि इन दोनों कोणों का पफ्रत्याण या गाप (#टद्र४0/८) 
अलग-अलग है। 


यदि एक कोण का परिमाण दूसरे कोण के परिमाण से अधिक. है, तो हम 
कहते हैं कि पहला कोण दूसरे कोण से बड़ा है या दूसरा कोण पहले कोण से छोट 
है। 


कभी कभी हम केवल देख कर ही बता सकते हैं कि कौन सा कोण बड़ा 
है। उदाहरण 'के लिए आकृति १0.3 में दिए गए कोणों पर बिचार कीजिए। 


तय 
हर 


काश 2॥॥ 


> 
0 0) १7 0) 00) ४ ४ (४) 2 


आकाति 70.37 


केवल देखने मात्र से ही हम कह सकते हैं कि ८४03, /?00 व ८#एए 
दोनों से छोटा है। इसी प्रकार ८707, ८ #»08 से बड़ा तथा ८४५7० से छोटा है। 


अब आकृति 0,.32 पर विचार कीजिए ; 


 ह 
शत 
() () 3 


() 
आक्राति' 70.32 


कया आप देख कर पता कर सकते हैं कि कौन सा कोण बड़ा है तथा कौन 
सा छोटा? स्पष्ट है कि केवल देखने मात्र से ही बडे या छोटे कोण की पहचान 
सरल नहीं है। एक अक्स कागज का प्रयोग कर कोणों के परिमाण की तुलना करना 
. एक उत्तम विधि है। 


ै श्र्थ्र ा क्‍ 
आम» रा कककेल 


() 8 
आकृति 70.33 


आइए कोणों »08 व ४५72 (आकृति 0.33) पर विचार करें। एक अक्स 
कागज पर८/»098 को अक्स करें तथा इसको ८“ऊँश्ट पर इस प्रकार रखें कि शीर्ष 
0 शीर्ष ४ पर तथा एक भुजा (जैसे 08) ५7 के अनुदिश रहे। अब भुजा जैसे 0& 
की स्थिति के लिए तीन संभावनाएँ हैं; 


4). #॥॥,। 


(0) भुजा 0& भुजाओं श्र व ५० के बीच में आती है [आकृति 0.340)|। इस 
स्थिति में, हम कहते हैं कि 2४03, “४५८ से छोटा है, क्‍योंकि <एश्7 
के बराबर करने के लिए कोण »&08 की भुजा 08 को और अधिक धुप्ाना 
पड़ेगा। संकेतन में हम इसे 2#&08 < ४५7. लिखते हैं। 


0) भुजा 08 भुजा ४%से आगे है [आकृति ॥0,34 (॥)]। इस स्थिति में, हम 
कहते हैं कि “208, <>#५०” से बडा है। संकेतन में हम इसे 
“4083 > “7५7. लिखते हैं। 


*] 


हि ह तह 
| 3.० हक 
ु ह हे क नि ्ं हि न 
| 2. 7७ कट अमल कं आम मल कलम 
"४[(0) 2(8) ४(0) 2 (8) ७0) ८287 
()) (॥) (3) 
आकृति 70,34 


|) भुजा 0& भुजा श के अनुदिश है [आकृति 40.34 (॥)]। इस स्थिति में, 
हम कहते हैं कि ४08 , <४फट के बराबर है। संकेतन में हम इसे 
“/#&()3 « “४५7, लिखते हैं। 


कोणों की तुलना के लिए प्रयुक्त दोनों विधियाँ यह तो निर्धारित करती 
हैं कि कौन सा कोण बड़ा या छोटा है परच्तु दोनों में से कोई भी विधि यह नहीं 
बताती कि कोण कितना बडा या कितना छोटा है। इस बात का पता करने के लिए 
हम प्रत्येक कोण का एक संख्यात्मक मान ज्ञात करते हैं। दोनों कोणों के संख्यात्मक 
मान ज्ञात होने पर हम सरलता से जान सकते हैं कि कौन सां कोण बड़ा है तथा 
कितना बड़ा है। कोण का संख्यात्मक मान ज्ञात करने की अच्छी विधि यह होगी 
कि हम कोणों को एक मानका कोण([5/क्ा्क्षा था?/०) (जिसे मात्रक कोण कहते हैं) 
के भगुणजीं के रूप में मा्षें और फिर इन मापों की तुलना करें। 


0,50,.4 कोण के जंए। मांध 


एक किरण 08 पर विचार कीजिए। बिन्दु 0को स्थिर रख कर किरण को 
अपनी प्रारंभिक स्थिति से घुमां/ जैसे कि आकृति १0.35 ([) में दिखाया गया है। 


;ि 
के प्त कक " 
०२७ । अमर कि लक मम - + (कनह3 ४७ “-१४७-७ ् पे ० द शा २ ' मत 

773, 

५) पारी | बी / 
भक स्थिति 
([) (॥) 
आकृति 70.35 


जब किरण 0£& एक धूर्णन पूरा कर लेती है [आकृति ॥0,35(#)] अर्थात्‌ 
अपनी प्रारंभिक स्थिति के संपाती हो जाती है, तो हम कहते हैं कि किरण ने एक 
चक्कर पूरा कर लिया है। हम इस चक्कर (पूर्ण घूृर्णन) को 360 भागों में विभाजित 
करते हैं। इनमें से प्रत्येक भाग को एक अंश (८१८८) कहते हैं और इसे ही हम 
कोण मापन का मौलिक मात्रक मानते है। अंश को छोटे वृत्त (0) से व्यक्त किया 
जाता है और इसे संख्या के ऊपर लिखा जाता है। इस प्रकार 4 अंश को ॥" लिखा 
जाता है, 60 अंश को 60" लिखा जाता है और 90 अंश को 90" लिखा जाता है 
आदि। 


इस प्रकार, एक चक्कर [पूर्ण घूर्णन) 5८ 360० 


ग्रदि इस प्रकार किरण 08 घूमते हुए चौथाई चक्कर पर चक्कर) दिखाती 


है [आकृति 0.36 ()], तो हम कहते हैं कि किरण न * 90" घूम गई है, अर्थात्‌ 


इस कोण का माप 90" हे। 


# 


+ 
श्र कि दर 
(् छि १ 50" 
कर मल मी 7 जम नकल जी की जिटल लक अमन | जलन आज हम आल 
०0 # ै ध र 
() () (धो) 
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90" माप बाले कोण को एक समकोण (एप #2/४/ कहते हैं। जब कोण 
का माप 90" होता है, तो हम कहते हैं कि कोण की भुजाएँ या कोण बनाने वाली 
किरणें एक दूसरे पर लम्ब (97श|शवी2४/4// हैं या एक दूसरे के साथ सबकोण प्र 
हैं। इस प्रकार आकृति 0.36 (॥) में किरणें 08 व 08 एक दूसरे पर लम्ब हैं। 
इस स्थिति में हम यह भी कहते हैं कि इन किरणों द्वारा निर्धारित रेखाएँ एक दूसरे 
पर लम्ब हैं। 


इस प्रकार आकृति 0.36 (॥) में रेखा 0& रेखा 08 पर लम्ब है। इसी 
प्रकार, हम कहते हैं कि दो रेखाखंड, या एक किरण और एक रेखाखंड एक दूसरे 
पर लम्ब. हैं यदि उनके द्वारा निर्मित रेखाएँ एक दूसरे पर लम्ब है। 'पर लम्ब है' 
स्थिति को दशनि के लिए संकेत |. का प्रयोग किया जाता है। इस प्रकार आकृति 


0.36 () में हम 'रेखा 08 .[. रेखा 08' लिखते हैं और इसे 'रेखा 06 रेखा 08 
पर लम्ब है! पढ़ते है। 


यदि किरण आधा चक्कर (६ पु चक्कर) लगाती है, जैसा कि आकृति 0.36 


(॥) में दिखाया गया है, तो हम कहते हैं कि किरण 06, जे +]80" का कोण 
घूम गई है। 

80" गाए बाले कोण को एका ऋजु कोण (श#दां?॥ 8४८) कहते हैं। 

380! 

(ऊपभपएई- पं (7 
(5 दर "3७७७४४७४४४७४७७७७७ | 
() () 
आक्रति 70.37 


जब किरण 0७ एक चक्कर पूरा कर लेती है, जेसा कि आकृति १0,37 () 
में दर्शाया गया है, तो हम कहते हैं कि किरण 360" के कोण पर घूम गई है। 


360" माप वाले कोण को संपूर्ण कोण (00#फश८ द्र।ाट) कहते हैं। 
यदि किरण 0& घूमती ही नहीं है [आकृति १0.3700], तो हम कहते हैं कि किरण 
० के कोण पर घूम गई है। 


0" माप वाले कोण को शून्य कोण कहते हैं। 





काश ,॥॥ 
0.4 कोणों के प्रकार 


हम संपूर्ण कोण, समकोण, ऋजु कोण व शून्य कोण के बारे में पढ़ चुके 
हैं। अब हम कोणों के कुछ और प्रकारों का अध्ययन करेंगे। 


न्यून कोण; वह कोण जो शून्य कोण से बड़ा तथा समकोण से छोटा होता है, 
न्यूबन कोण (ध८४४ 4॥६/2) कहलाता है (आकृति १0.38)। 


अर्थात्‌ न्यून कोण वह कोण है जिसका माप 0" से बड़ा त्रथा 90"से कम 
होता हैं। 


हक 
५ हर & 
हे न ४4307 ८ 
गई ४ ््््ि 
क््न्भ «» ण-े - है 2-७ न हे हु हि एक... ७... स एयनान हैक है ध #ि 
8. है ह हु () है हे, 


आकृति 0.38 आक़ाति 0,39 आकृति! ॥0.40 


अधिक कोण: वह कोण जो समकोण से बड़ा तथा ऋजु कोण से छोटा होता 
है, अधिक कोण (०9/४४९ क?/०) कहलाता है (आकृति १0,39)। अर्थात्‌ अधिक 
कोण वह कोण है जिसका माप 90 से अधिक व्रथा 80" से कमर होगा 


हे। 


प्रतिवर्ती कोण; वह कोण जो एक ऋजु कोण से बड़ा तथा संपूर्ण कोण से छोटा 
होता है, ग्रतिवर्ती कोण (#थशी0४ ॥/०) कहलाता है (आकृति ॥0,40)। अर्थात्‌ 


प्रतिवर्ती कोण वह कोण है जिसका माप 80 से अधिक तथा 360" से कम 
होता है। | 


है 


इस प्रकार कोणों के प्रकार का सार है; 


() शून्य कोण ८ 0" 6. एफ 


(॥) 


पक 


-।'॥। 


। 
(॥) न्‍्यून कोण 0" और 90" के बीच सी 
/ 
2 (0) हे 
(#) समकोण - जद -: 00" है 
| 
। 9.90 
|] 
0 8 
(१॥) 
(५9) अधिक कोण & 90" और 80" के बीच 
री । " [५ 
(९) 
(५) जऋजु कोण शक ब्रे न] 8()? | ] 80" 
ना २३०१ * » ॥ दी पी अल | ही 
52% 90"« 2 समकोण / ० 8 
(५) 


(५) 


(शा) 


प्रतिवर्ती कोण 5७ 80० और 360" के बीच ( | 
«7 


(श) # 


संपूर्ण कोण 5 360० (“३०० जज) 
| 4 ४ 907९-०4 समकोण *+ (9)8 


(५7) 
आकृति 70,47 


4., क्रोण 880 के भाप को संकेत '# <88(/ द्वारा व्यक्त करते हैं। परन्त 
सरलता के लिए हम संकेत # का प्रयोग नहीं करते। इस प्रक्कार स॑कंत 
'“8/0(!' कोण 880 तथा कोण 8७("की माप, दोनों के ,जंए प्रयोग किया 
जाता है। उदाहरणार्थ, “8/('> 60" का अर्थ # 28४0 - 6 हत्यादि है। 


2. प्रत्येक न्यून कोण, समकोण एवं अधिक कोण के संगत, एक प्रतिवर्ती कोण 
होता है। 


आपको याद है कि पिछली कक्षाओं में हमने कोणों के मापन के लिए चौंदे 


(॥007007) का उपयोग किया था। आइए चाँदे द्वारा 23७0 (आकृति 0.42) का 
मापन करें। 


हि आकृति /0,42 9 


चौंदे को कोण पर इस प्रकार रखिए कि इसका केंद्र कोण के शीर्ष पर पड्टे 


और 0-80 रेखा कोण की एक भुजा (मान लीजिए &98) के अनुदिश रहे (आकृति 
१0,43 | 


॥ बे 
॥ु | । द ऐ | | न्‍; ॥ ॥ ॥ 


४7 
# | 


कै नै 60 90 ॥00 7१0 हे है 3 
*... ६9 0 १0० 00 20 50, 
| की. जूक । > 
की पी के पड ७ कु 
हे थक आप श् “कै, 
कर [23 ह कि 
- #ै&. मा & 
० | द सा 3 
० (0 " हे टैँ ; हित कि 2 
न ५ प्र | ह ०५ - जिन रे जन छ "०»«मु पर 
||) |॥॥४॥॥॥॥॥॥ हज 0६ क 8 
| े |[#/ 


आकृति 70.45 


2058. गणित 


अब गोलाई बाले किनारे पर लगे हुए उस चिह्न को पढ़िए जिससे होकर भुजा 
/' जाती है। यह चिह्न चौँदे पर स्थित दो संख्या श्रृंखलाओं में से उस शृंखला पर 
पड़ना चाहिए जिस की शुन्‍्य संख्या पहली भुजा 8 पर पडुती है। आकृति ॥0,43 
में 380 का माप 57" पढ़ा जाता है। इसे हम <8360'- 57" 'लिखते हैं। 


यहाँ हमने अन्दर वाली संख्या श्रृंखला पर चिह्न को पढ़ा है। 


इसी प्रक्रिया को दोहराते हुए, अब हम चाँदे ् 
द्वारा 22)२ (आकृति 0,44) का भापन करते हैं। 


आकृति 0,44 क 


इसके लिए पुनः चौंदे को कोण ?ए(२ पर इस प्रकार रखते हैं कि चौँदे का 


केन्द्र कोण के शीर्ष पर तथा 0 - 80 रेखा एक भुजा (मान लीजिए ()२) के अनुदिश 
रहे (आकृति ॥0,45)। 


89 700 7 


2000. /! 





आक्राति 70,45 


क्‍ अब हम गोलाई वाले किनारे पर बने उस चिह्न को पढ़ते हैं जिससे होकर 
भुजा 0? जाती है! इस बार भी चिह्न उसी ओर का पढ़ा जाता है जिसका शूत्य 
भुजा 0१ पर है। ध्यान दीजिए कि इस बार हम बाहरी ओर के संख्या चिह्न प्रयोग 
कर रहे हैं। 

हमें प्राप्त होता है कि ८70२ का माप 35"है, जिसे 27२८ 35% भी 
लिखा जाता है। 


कोण 2॥५ 


उदाहरण 55४ आकृति 0.46 में दर्शाएं गए कोणों का नन्‍्यून, अधिक, सम, ऋजु 
या प्रतिवर्ती कोण के रूप में वर्गीकरण कीजिए। 


४ 


() (॥7) (५) 
आकृति 70.46 


हेल ५ 

() न्यून कोण (0) ऋजु कोण 

(४४) अधिक कोण. (५) प्रतिवर्ती कोण 
उदाहरण 6 ; ललित उत्तर दिशा की ओर जा रहा है। यदि वह अचानक अपनी 
दिशा बदल कर अपने बाई ओर एक 


() संपूर्ण कोण क्‍ (॥) ऋजु कोण 
मुड् कर चलने लगता है, तो वह किस दिशा में चल रहा है? 
श 
८ ५८ 
४ > 
5५५ ढ 52 
5 
ह आकृति 70.47 
हल : | 
() उत्तर दिशा ' (॥) दक्षिण दिशा 


कफ 9 


|) १॥7 


॥ व 4६, € 
8) २४, ।॥२ | 5६६६ 0, 3 





है ! 5 के था रे 
3 0 आय रे कप >. है 
थे है ;$ रा रे 
() (॥) 
्त टी 
|, | 
हु 4 ्‌ | | ऊ अर #] प्र रा 
॥ , रू 4 7 
॥ 
(॥7) (५) 
आक्ति /0,48 


2, आकृति 0.49 में दिए कोण युग्मों की अक्स कागज तथा साथ ही साथ चौँदे 
द्वारा तुलना कीजिए और निम्न प्रश्नों के उत्तर दीजिए; 


(७) क्‍या <“64> <9से?. 0) क्‍या “!> <2से ९ 
(0) क्‍या <८< «से? (0) क्‍या «3 » ८ 4 है? 
3, | । 
६-40 ६ 
4 ेु रे 
रयि ऊ | ५ कि । ब्क ऐ हा ४-० कर हे 
मलिक 7.५ (॥) हा 
है ५ है 
व टी शो नि 
कं (0॥) है (५) 
आकृति 70.49 


कब 


, निन्‍न में से प्रत्यके कोण को न्यून, अधिक, सम, ऋजु या प्रतिवर्ती कोण के रूप 
में वर्गकृत कीजिए: 
िः 


0) (॥) (॥9) (५४). (|... (शं) 
आक्राति 70.50 
, मुकेश व रहीम एक बिन्दु & से चलना प्रारम्भ करते हैं। मुकेश पूर्व की ओर 


0 तक तथा रहीम दक्षिण की ओर $ तक जाता है। इन दोनों के बीच बने 
कोण को खींचिएं यह किस प्रकार का कोण है? 


, सुथा उत्तर-पूर्व दिशा में नौका चालन कर रही है। रे 
४४ ४! 
यदि वह अपने बाईं ओर एक ४] बे 
() ऋजु कोण है. हि 
5 नक- ०7 ०» - 5 
|] संपूर्ण र्ण कोण 0.5 ५ 
(॥) ररपु' ढट रे 
घूम कर नौका चालन करने लगे, तो वह किस. «०४ छः 
दिशा में नोका चालन कर रही है? 8 
'*,. » आकृति 7057 


' निम्नलिखित कोणों को शून्य, न्‍्यून, सम, अधिक, ऋजु ब प्रतिवर्ती कोण के रूप 
में पहचानिए: 

() 30" (0) ।0 (0$)75" ((४) ।80" (५) 2।0" (५) 360/(ई) (0? (9७॥॥) ४)" 

, पटरी व पेंसिल का उपयोग कर एक नन्‍्यून कोण, एक अधिक कोण, एक ऋजु 
कोण व एक प्रतिवर्ती कोण बनाइए। चाँदे की सहायता से प्रत्येक को मापिए। 
, निल्‍न दिशाओं के बीच में बनने वाले कोणों के प्रकार लिखिए? है हि 
() पूर्व और पश्चिम ली 
(॥) पूर्व और उत्तर अल 2३ ध 
(॥) उत्तर-पूर्व और दक्षिण-पश्चिम | 


खरे 
आकार ॥0,52 


2]2 गणित 


0,6 कोणों के युग्ग 


प्राय; हमें कुछ ऐसे कोण-युप्म देखने को मिलते हैं जिनमें कुछ विशेष गुण 
होते हैं। ऐसे कुछ कोणों के युग्म यहाँ दिए जा रहे हैं। 


0) आसन्‍्नम कोण: आकृति 4053 का अवलोकन 
करें। यहाँ दो कोण /»08 व ८४800 ऐसे हैं 
जिनमें शीर्ष 0तथा एक भुजा 08 उभयनिष्ठ है। 
दूसरी भुजाएँ 08 तथा 00 उभयनिष्ठ भुजा 08 
द्वारा निर्धारित रेखा के विपरीत ओर स्थित हैं। इस 
प्रकाा के दो कोण आपन कोण (धर्वांशटश॥ 
4/2/25/ कहलाते हँ | इस प्रकार एक ही मेल में 
स्थित दो कोण. आसन्त कोण कहलाते हैं, 
यदि उनका शीर्ष एक ही हो, उनमें एक 
धुजा उभयनिष्ठ हो और दूसरी दोनों 
भुजाएँ उभयनिष्ठ भुजा को विपरीत और 
स्थित हों। 


आकृति 70.52 


आकृति 0.53 में, / «08 व ८४800 आसन कोण हैं। परन्तु ८४08 व 
८400 आसनन्‍न कोण नहीं हैं। कया आप जता सकते हैं कि ये कोण आसन्‍न कोण 
क्यों नहीं हैं? इस कोण युग्म में शीर्ष भी एक ही है तथा एक धुजा 08 उभयनिष्ठ 


भी है। परन्तु 08 तथा 00 भुजा 08 के एक ही ओर स्थित हैं, न कि विपरीत 
ओर। 


(7) रैखिक युग्म;ः आकृति ॥0.54 को देखिए। यहाँ कोणों ८&08 व 
८300 के बारे में आप क्‍या कह सकते हैं? ये विशेष प्रकार के आसन्‍न कोण 
हैं। इन कोणों में दो भुजाएँ 08 व 00, जो उभयनिष्ठ नहीं हैं, एक रेखा बनाती 
हैं (या विपरीत किरएणें हैं।। आसन्‍्न कोणों के ऐसे युग्म को रैखिका दुश्प (किव्दा'फदो) 
रेखा बनाने वाला युग्म) कहते हैं। इस प्रकार रैखिक थुग्म आसन्न कोणों का 


वह बुस्म हैं जिनकी उभयवनिष्ठ न होने वाली भुजाएँ एक सरल रेखा बनावी 
हैं (या विपरीत किरणें हैं)। 


ह् 
री 

"8 
रा 


रँ 
रन 
न रे 
्ज्लण्की | ना हक >> + की न. नन्‍नवाब्ल वन “2 
(५ (0 सि 


आकृति 0,54 


काश है 


टिप्पणी ; रैखिक युग्म बनाने वाले कोण आसनन्‍न कोण होते हैं, परन्तु यह आवश्यक 


नहीं है कि दो आसनन्‍न कोण एक रैखिक थुग्म ही बनाएँ। 


क) शीर्षाभिमुस्त कोण: आइए आकृति १0,55 
का अवलोकन करें। यहाँ दो रेखाएँ / व # बिन्दु 0) पर 
प्रतिच्छेद करते हुए चार कोण »१, ८2, <35 व ८4 
बनाती हैं। कोण युग्म »१ व॑ «2 को देखिए। इनमें एक 
भुजा उभयनिष्ठ है! इसी प्रकार, कोण युग्म 22 व «3 
में भी एक भुजा उभयनिष्ठ है। परन्तु कोण युग्म <] व 
23 में कोई भुजा उभयनिष्ठ नहों है। इसी प्रकार, कोण 
युग्म 22 व »4 में कोई भुजा उभयनिष्ठ नहीं है। इस 
प्रकार के कोण युग्म शीषाभिमख कोण (एश॥८६ (7९ 
07०४2 ८87८5), कहलाते हैं। इस प्रकार, की ग्रतिच्छेदी 
रेखाओं द्वारा बनाए गए ऐसे दो कोण जिनमें कोर्ड 
भी भुया उभयनिष्ठ न हो, शौषाभिमुख कोण 
कहलाते हैं। 


न 


| 
हे // / 2 


आक्रेतिं! 70.55 


आकृत्ति 0.55 में, »/१] व «3 शीर्षाभिमुख कोण हैं। इसी प्रकार, «2 व 
“4 भी शीर्षाभिमुख कोण हैं। क्‍या आकृति ॥0.56 में, “०ब /# शीर्षाभिमुख 
कोण हैं? नहीं, क्‍योंकि ये कोण प्रतिच्छेदी रेखाओं द्वारा निर्मित नहीं हैं। 


आकृति ॥0,56 


[... 43॥६"॥| 


3.५, ४ 7:० 4 5 दो रेखाएँ 68व (!) बिचु 0 

पर कारती हुई खींचिए जो ८], ८2, ८3 व ८4 

बनाएँ (आकृति ॥0.57) ! ८ व ८2 शीर्षाभिमुख 

कोण हैं। इसी प्रकार, ८3 व ८.4 शीर्षाभिमुख 0 

कोण हैं। एक अक्स कागज लें और उस पर ८॥ क्‍ 

की भुजाएँ 0& व 07 तथा शीर्ष 0 को अक्स हर े 
करें। अब इस अक्स किए कागज को ८.2 पर 4 (६ :0॥/7 

इस प्रकार रखें कि ८#07 का शीर्ष ८800 के 9” 

शीर्ष पर हो तथा “॥ की भुजा 070, “2 की ह न 
भुजा 098 के अनुदिश रहे। आप क्या देखते हैं? बी द हे 
८. की भुज़ा 08, ८2 की भुजा 00 के ह 
अनुदिश है। अर्थात्‌ ८ > <2 है। 


आकाश 70,57 


इसी प्रयोग को ८3 व ८4 के लिए दोहराएँ। आप क्या देखते हैं? निश्चित 
रूप से ही ८35 ८4 है। अब इन कोणों का चाँदे द्वारा मापन करें। आप क्‍या 


पाते हैं? आप पाएँगे कि ८] 5 ८2 तथा ८3 5८ /.4 है। इस प्रकार, हम कह 
सकते हैं कि 


शीर्षाभिमुखत कोण सदेव एक दूसरे को बराबर होते हैं। 


जल पे अं 3 
। 


[ 
5 
का क्‍ 70' 
9... ्य/|/ 0... ; ५ 
() (॥) 
आकृति 70.58 


आकृति 0.58 का अवलोकन करें। आकृति 0.58 () में ४८७00 व 


काग ?]5 


८008 का योग 90" है। इसी प्रकार आक्ृति 30.58 (॥) में कोणों ८200 व 
८४ए2का योग १०"है। इस प्रकार के कोण युग पूरक कोण ((छहफशिाशाका> 
०४९०5) कहलाते हैं। अतः 


यदि दो कोणों की माफों का योग 90" है, हो वे प्रका कोण कहलाते 
हैं। ओर प्रत्येक कोण द्क दुपरे का पए्रक ((शाफाश॥श॥) कहलाधा है। 


इस प्रकार आकृति ॥0.58 () में, “&00व ८/( 09 प्रक कोण हैं। इसी 
प्रकार, आकृति ॥0.58 (॥) में ८700 व ८४श्टप्रक कोण हैं। साथ ही, ८४00 
८008 का पूरक है और ८008, ८७00: का पूरक है।यही बात दूसरे थुग्प के बारे 
में भी कही जा सकती है। 





(४) संपूरक कोण: 
# 7 
नर क 
छ ८ फ थे हारी आआ. 2 
([) 
आकृति ॥0,59 


आकृति ॥0.59 को ध्यान से देखिए। १0.59(॥) में बने दोनों आसल कोणों 
८?00 व ८00ए के मापों का योग 80" है। इसी प्रकार, 0.59(॥) में कोण युग्म 
८080 वें ८#श्ट का योग 80 है। इस प्रकार के कोर्णों को संएरका कोण 
(6॥./शाशाधि// वा।हए/28) कहते हैं। अर्थॉत्‌ 


यदि दो कोगों का योय ॥80" है, हो वे संप्रका कोण कहलाते हैं तथा उनमे 
मे प्रत्येक कोण एक दसरे का संप्रका (॥/क्रॉशाशा!) कहलाता है। 


आकृति ॥0.59()) में “7004 ८000४ संपूरक कोण हैं। ८700, ८008 
का संपूरक है और ८007, ८.?00 का संपूरक है। इसी प्रकार, 0,59 (09) में 
८568९: व ८हश्ट संपूरक कोण हैं। 
टिप्पणी; एक रैखिक युग्म के कोण संपूरक कोण होते हैं परन्तु संपूरक कोणों के 
युग्म का रैखिक युग्म होना आवश्यक नहीं है। 


2॥0 गणित 


उदाहरण 7: आकृति १0,60 में, निम्म कोण युग्मों की पहचान कीजिए : 


(0) आसनन्‍्म कोर्णों के पाँच युग्म 
() प्रत्येक रैेखिक युग्म 
(8) शीर्षाभिमुख कोण 





आकृति 70,60 


(0) आसन्‍न कोण बनाने वाले पाँच युग्म हैं; 


(27९0 <2708); (८708, 85072); (2४00, २00); (<2२०७, 2007) 
और (200४9 <7?०07१ | 


(॥) रैखिक युग्म हैं: 


(>7?09 2709); (270$8, <2$02) (<2५०7१, 2२07) (४800, / 000) 
(“२00, <(007) और (२0० »/?07)। 


(॥) शीर्षाभिमुख कोण हैं; 
(“?07॥, 28४0४) और (<70$, <7?072) 


उदाहरण 8: आकृति 30.6 में दिए गए कोणों के पूरक कोण ज्ञात कीजिए। 


् 60" पट विकच् हक 
0) ... 09) 


((॥) 
आकृति 70,67 


छल 


कॉा 2|7 


(0) चूँकि 60" + 30" & 90" है, इसलिए पूरक कोण « 307 
(॥) पहले की तरह, पूरक कोण 5 50० 
(#) पहले की ही तरह, पूरक कोण & 60" 


उदाहिरण 9: आकृति १0.62 में दर्शाएं कोणों के संपूरक कोण ज्ञात कीजिए; 


हल; 


(0: 


(0) 





आकृति 70,62 


(0) चूँकि 55" + १25" & 80" है, इसलिए संपूरकत कोण 5 १25" 
(४) पहले की तरह, संपूरक्त कोण ८ ॥45० 
(४) पहले की ही तरह, संपूरक कोण 5 70" 


के कफ 


प्रश्नावली 0.4 


आकृति 0,63 में, क्‍या 

() <॥], <2 का आसनन्‍न कोण है? 

() <27005, <“(08 का आसन्‍न कोण 
है? 

(0) “#&083 व 28300 एक रैखिक युग्म 
बनाते हैं? 

0५) <&058, 27079 का संपूरक है? 

(() <“4 और <4 शीर्षाभिमुख कोण हैं? 





आकृति 70,63 


2।0 गणित 


2, आकृति ॥0.64 में से लिखिए ! 
() सभी रेखिक युग्म 


(]) सभी कोण युप्म जो शीर्षाभिमुख 
कोण हें। 





अक्िति 70.64 
3, आकृति १0.65 में, क्या <१ व 22 आसन्‍न कोण हैं? सकारण उत्तर द्वीजिए। 
ग्र 


आकृति 8.65 
4... निल में से प्रत्येक कोण का प्रक कोण ज्ञात कीजिए ; 


( 3 ग््ि 


(|) (() (॥) 





5. 


कोण 2।१ 


निम्मलिखित सभी कोणों के संपुरंक लिखिए 


५ कल 


]0, 
], 


१2. 


]3. 


(॥) (॥) (५) 
आक़रतिं 0,67 


निम्न कोण युग्मों में से पूरक व संपुरक कोणणों के थुग्मों की पहचान कीजिए; 
() 700, 200 8) 00, 20" (॥) 63% 27" (५) 50% 40? 

(५) ][0", 700 (४॥)) 90१, 900. (ण)45", 45९ (त))65",257 

एक ऐसा कोण ज्ञात कीजिए जो अपने संपूरक के बराबर हो। 

एक ऐसा कोण ज्ञात कीजिए जो अपने पूरक के बराबर हो। 


दो संपूरक कोणों में से एक कोण की माप घटती है। यदि दूसरे कोण को 
इस प्रकार समायोजित किया जाता है कि दोनों कोण अभी भी संपुरक रहें, 
तो दूसरे कोण की माप में क्‍या अन्तर आएगा और क्‍यों ? 


रैखिक युग्म का एक कोण न्यून कोण है। दूसरा कोण किस प्रकार का होगा? 
क्या दो कोण सपूंरक् हो सकते हैं? यदि वे दोनों कोण हों: 
() अधिक कोण ? (9) नयूंन कोण ? (॥#) सम्रकोण ? 


एक कोण 45" से बड़ा है। ज्ञात कीजिए कि इसका पूरक कोण क्‍या 45० 
से बड़ा होगा, बराबर होगा या छोटा होगा। 


निम्न में प्रत्येक स्थिति के लिए कोणों >,»9और < के मान ज्ञात कीजिए: 





आकृति 70.68 


.2.2() गंणि ॥। 


34,.. निम्न कथरनों में सत्य (7) और असत्य (7) कथन पहचानिए: 
0) आसनन्‍्न कोण पूरक कोण हो सकते हैं। 
0) संपुरक कोण रैखिक युग्म बनाते हैं। 
(0) न्‍्यून कोण का संपूरक अधिक कोण होता है। 


(५) यदि दो रेखाएँ ग्रतिच्छेदी हें, तो शीर्षाभिमुख कोणों के एक युग्म के 
कोण सदैव न्‍्यून कोण व दूसरे युग्म के कोण सदैव अधिक कोण होंगे। 


(४) यदि दो कोण पूरक हैं, तो उनकी भाषों का योग 90९ होता है। 
(श) रैखिक युग्म के कोण सदैव संपूरक होते हैं। 


याद रखने योग्य बातें 


, किरण ४8 का एक प्रारंभिक बिन्दु (या अंत बिन्दु) & होता है और वह 
एक दिशा में अपरिमित रूप से विस्तृत होती है। किरण ४8 और किरण 8& 
दो भिन्‍न किरणें होती हैं। 

2. एक ही रेखा पर स्थित दो किरणें, जिनका प्रारंभिक बिन्दु एक ही है, परन्तु 
दिशाएँ विपरीत हैं, विपरीत किरणें कहलाती हैं। 

3, कांण ऐसी दो किरणों द्वारा बनाई गई आकृति है जिनका प्रारंभिक बिन्दु एक 
ही होता है। यह प्रारंभिक बिन्दु कोण का शीर्ष कहलाता है और दोनों किरणें 
कोण की भ्रृजाएँ कहलाती हें। 

4. । संपूर्ण कोण «& 4 समकोण < 360" , 

3 ऋजु कोण & 2 समकोण 5 ॥80", 4 समकोण ८5 90", 
शून्य कोण 5 0९", 0"< म्यून कोण < 90९, 
90" < अधिक कोण < 80, तथा ॥80 < प्रतिवर्ती कोण < 360" , 

5, एक समकोण बनाने वाली दो किरणें परस्पर लम्ब कहलाती हैं। ऐसी किरणों 
द्वारा निर्मित रेखाएँ भी एक दूसरे पर लम्ब कहलाती हैं। संकेत _. का उपयोग 
'पर लम्ब है' व्यक्त करने के लिए किया जाता है। 

6. दो कोण, जिनमें शीर्ष और एक भुजा उभयनिष्ठ हों तथा कोणों की अन्य भुजाएँ 
उभयनिष्ठ भुजा के विपरीत ओर स्थित हों, आसनन्‍्न कोण कहलाते हैं। 


[| || 


काश ,!:| 


रु , ऐसे आसनन्‍न कोण जिनकी कल दो भुजाएँ जो उभयनिष्ठ नहीं हैं, विपरीत किरणें 
हों, एक रैखिक यूग्म बनाते हैं। 

8. दो प्रतिच्छेदी रेखाओं द्वारा निर्मित कोण युग्म जिनमें कोई भुजा उभयनिष्ठ नहीं 
है, शीर्षाभिमुख कोण कहलाते हैं। शीर्षाभिमुख् कोण बराबर होते हैं। 
9. दो कोण जिनका योग 90" हो, प्रक कोण कहलाते हैं। प्रत्येक कोण एक 

|: चूप्रे का पूरक कहलाता है। 

0, दो कोण जिनका योग 80" हो संप्रक कोण कहलाते हैं। प्रत्येक कोण 
एक दुसरे का संपूरक कहलाता है। 

.एक रैखिक युग्म बनाने वाले दो कोण आसन्‍न और संपूरक होते हैं। 

2, यह आवश्यक नहीं है कि दो संपूरक कोण सदैव एक रैखिक युग बनाएँ। 





रेखा-युग्म 
और 
तिर्यक रेखाएँ __ 9 





4.4 भूमिका 

पिछले अध्यायों में, हमने रेखाओं तथा कोणों के बारे में अध्ययन किया। 
हमने जाना कि' रेखा सीधी होती है तथा दोनों दिशाओं में अपरिभित रूप से विस्तृत 
होती है। इसी प्रकार, कोण एक आकृति हैं जो उभयनिष्ठ प्रारंभिक बिन्दु थाली दो 
किरणों से बनती है। इस भभ्याय में, हम रखा-युग्म, तिर्यक रेखा, तिर्यक रेखा द्वारा 
दो रेखाओं के साथ बने कोण तथा तिर्यक रेखा द्वारा दो सर्मांतर रेखाओं के साथ 
बने कोणों के बीच संबंधों के बारे में अध्ययन करेंगे] हम यह मान कर चलेंगे कि 
जिन रेखाओं की हम चर्चा कर रहे हैं वे सभी एक ही तल में स्थित हैं। 


१.2 तिर्यक रेखा 

आइए एक तल में स्थित दो रेखाओं 7 व /! 
'! (आकृति ॥.) पर विचार करें। मान लीजिए 
इसी तल में स्थित एक अन्य रेखा ॥ दोनों रेखाओं “यः ट 
! व # को दो पिन्ने बिन्दुओं & थे छठ पर काटती द “रे 


है। इस स्थिति में रेखा ॥ दी हुई रेखाओं / व #। 
की तिर्यक' रेखा (घाट कहलाती है। 


आकृति ॥7,7 
4 


आकृति ॥.2 में रेखा । तीन रेखाओं ४, 4 
ब +को क्रमशः तीन भिन्न बिन्दुओं 8, 8 व (! पर 
काटती है। यहाँ भी रेखा । रेखाओं #, 4 व + की 
तिर्यक रेखा है। 


| 





आकृति ॥॥.2 


ग्खा थम और लिंक शेर 023 


अब आइए आकृत्तियों व॥.3 (3) व (॥) पर विचार करें। 
| 





() () 


आकृति ॥7.3 


आकृति .3 (| में रेखा # दो रेखाओं । व # को दो भिन्‍म बिम्दुओं पर 
नहीं काटती। इसी प्रकार, आकृति 4.3 0) में रेखा # वीन रेखाओं ॥#व # को 
तीन भिन्‍न बिन्दुओं पर नहीं काठती। अत; रेखा » रेखाओं /व ॥ पर तिर्यक रेखा 
नहीं है। अतः: रेखा » रेखाओं ॥#ऋर #पर तिर्यक रेखा नहीं है। व्यापक रूप में, 
हम कह सकते हैं कि वह रेखा जो एक ही बल में स्थित दो या दो से 
अधिक रेखाओं को 'घिन्‍न बिन्दुओं में कारती है, इन रेखाओं की तिवकि 
रेखा कहलाती है। 


.2.4 दो रेखाओं से तिर्यक रेखा द्वारा बनाए गए कोण 

मान लीजिए कि / व ॥ दो रेखाएँ हैं और 
/ उनकी एक तिर्यक रेखा है जो / व # को 
क्रमशः दो भिन्‍म बिन्दुओं & व 8 पर काटती है 
(आकृति .4)। तिर्यक रेखा #/ प्रत्येक रेखा से 
कितने कोण बनाती है? चूँकि दो प्रतिच्छेदी रेखाएँ 
चार कोण बनाती हैं, इसलिए यहाँ कुल मिला कर 
आठ कोण बनते हें। सुविधा के लिए हम इन्हें 
“], ८2, «3, 4, 5, 26, ८7 व 8 
से व्यक्त करेंगें। इस प्रकार बने आठों कोण 
“ आपस में संबंधित हैं। देखते हैं कैसे? 





आक्ति' 7.4 


224 गणित 


!, बाहय कोण व अन्त: कोण 

आकृति ॥.4 में हम देखते हैं कि <१, 24, 6 थ »7 बाहर की और 
बने हैं तथा 22, “3, 25, 28 अन्दर की ओर बने हैं। बाहरी या बाहय कोण 
“], <4, “6, “7 ऐसे कोण हैं जिसमें रेखाखंड &8 सम्मिलित नहीं है जबकि 
अन्त; कोणों 22, 3, «5 व 8 में रेखाखंड #&8 एक भुजा के रूप में सम्मिलित 
है। यहाँ &3 दोनों रेखाओं के मध्य तिर्यक रेखा का एक भाग है। व्यापक रूप में 
हम कह सकते हैं कि 


यदि एक ही तल में स्थित दो रेखाओं को एक तिर्थक रेखा इस प्रकार काटे 
कि ७8 उसका वह भाग है जो इन रेखाओं को मध्य में आता है, तो थे कोण जिनकी 
भजाओं में रेखाखंड' ४3 सम्मिलित नहीं है बाहय कोण कहलाते हैं तथा वे कोण: 
जिनकी भुजाओं -में रेखाखंड ७8 सम्मिलित है अन्तः कोण कहलाते हैं। 


[. संगत कोण 





(॥) (५) 
आकृति 77.5 


आकृति ॥.5 () (), (॥) व 0ए५) में दिखाए गए कोण युग्मों पर विचार 


रखा थुप््म ओर तियंक रखा 2705 
कीजिए। ये सभी कोण थुग्म तिर्यक रेखा के एक ही ओर स्थित हैं, इनमें एक कोण 
बाहय कोण है तथा दूसरा अन्तः कोण, तथा कोई भी कोण युग्म रैखिक युग्म नहीं 
बनाता। इस प्रकार के कोण युग्म (८॥, ८5), (८2, ८6), (८३3, 7) व 
(24, 4४9), संगत कोण (€०772%ावा॥ए 4/९/2५) कहलाते हैं। इस प्रकार यदि एक 


विर्वक रेखा एक ही तल में स्थित दो रेखाओं को काटती है, तो एक कोण यूग्म 
संगत कोणों का युग्म कहलाता है, यदि 


() दोनों कोण तिर्यकक रेखा को एक ही ओर स्थित हैं 
(6) जुग्प का एक कोण अन्तः कोण है तथा दूसरा बाहय कोण व 
(#) कोण बुस्प एक रैखिका युग्म महीं है। 

ता. अन्तः एकान्तर कोण 


आकृति ॥.6 () व (|) में स्थित कोण युग्मों («१,.22) और (3,4) 
पर विचार कोजिए। 





(0) (॥) 
आकृति 77.6 


प्रत्येक युग्म में कोण अन्त; कोण हैं, तिर्यक रेखा के विपरीत पक्षों में हैं तथा 
रैखिक युग्म नहीं बनाते हैं। इस प्रकार का कोण युप्म अन्चः एकान्तर कोणों 
(बरॉशगवार हलंत' दाए०) का युग्म कहलाता है। इस प्रकार, यदि एक तिर्यक् रेखा 
उसी बल में स्थित दो रेखाओं को काटी है, वो एक कोण बुग्प अन्तः एकान्तर 
कोण युग्म कहलाता हैं, यदि 

() युग्म को दोनों कोण अन्तः कोण हैं 


(7) कोण विर्यक रेखा को विपरीत पक्षों में हैं, तथा 
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(#) कोण बृग्म रेखिक युग्प नहीं है। 
टिप्पणी; सुविधा के लिए, अन्त: एकान्तर कोणों को एकान्तर कोण भी कहते हैं। 
8 9 ७ 


हश्नावली १.7 


।. निम्न में से किस आकृति में रेखा ।अन्य दी गई रेखाओं की तिर्थयक रेखा 
है? क्‍ 





() [॥) 
हि श ं | 
ले 
[ 
९ 
(॥) . (५) 
आकति ॥॥.7 


2, आकृति .8 को ध्यानपूर्वक देखिए। 
(क) भाकृति ॥).8 () में यदि » रेखाओं 7/व # की तिर्यक रेखा हैं तथा 


(ख) आकृति ,.8 (#) में यदि [# रेखाओं &3 व (]) को तिर्यक रेखा 
है, तो पहचानिए: 
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(0) आकृति १॥.8 () में अन्त: कोण 

()) आकृति १.8.- () में बाहय कोण 

(४) आकृति ॥.8 () में संगत कोणों के यृप्म 

(४) आकृति ॥.8 () में अन्त: एकान्तर कांणों के युग्म 


कक 9 


7६ जा 7 3 





(४) (0) 
आकृति ॥॥.6 
(५) आकृति ॥.8 (॥) में हार) का अन्त; एकान्तर कोण 
(एं) आकृति ॥.8 () में 2ागर3 वे <ग२0 के संगत कोण 
.3 समांतर रेखाएं 


हम पहले पढ़ चुके हैं कि एक तल में स्थित दो रेखाएँ या तो एक बिन्दु पर 
काटती हैं या फिर काटती ही नहीं हैं (अध्याय 8)। जो रेखाएँ एक दूसरे को नहीं काटती 
हैं ये रेखाएँ समातर रेखायूँ (ठ//९ ॥#८5) कहलाती हैं (आकृति ॥,9)। 


स्‍््््व्वप्च्ब्ब्न्ब्ण्ण्प्य्ण्ब्ध्््ध्ण्६्६8्ब्घ्ण्न््ध्छ्सब बाण ८23. 














॥7 


आकृति ॥7.9 


इस प्रकार, एक तल में स्थित वो धिन्म रेखाएँ समातर रेखाएँ 
कहलाती हैं यदि वे एक दूसरे को किसी भी किन्दु पर नहीं कारटतीं। 


आकृति ]].9 मे रेखाएँ । थ्र # समांतर रेखाएँ रे | इनक हाव /॥ ॥॥ निखते हैँ 
तथा '। समांतर हैं # के' पढ़ते हैं। ५३७४-७७ बनते बदन हल 


आकृति ॥.0() में खींची गई किरणों -+फ्र+ 
0) और (॥) गर बियार कीजिए। मान लीजए 4""0"7/7" 3 
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कि ॥व ॥ इन किरणों द्वारा निर्धारित रेखाएँ हैं। 
यदि व # समांतर हैं, तो हम कहते हैं कि 
किरणें &8 व (0) समांतर हैं। दूसरे शब्दों में, 
दो किरणें 88 4 (५) सम्रातर होती हैं, यदि वो 
अपने प्रारंभिक बिन्दु को दूसरी ओर 
अपरिगित रुप मेँ विस्तृत हांने पर भी 
प्रतिच्छेद नहीं करती। किरणों के समान 
रेखाखंड भी रेखाएँ निर्धारित करते हैं। यदि त्तल 
में स्थित दो रेखाखंड 70 व 7२8 [आकृति 
.00॥)] समांतर रेखाओं का निर्धारण करते हैं, 
तो हम कहते हैं कि रेखाखंड समांतर हैं। 


आक़ाति 7,॥0 


इस प्रकार द्वो रेखाखंड समातर होते हैं यदि वे दोनों दिशाओं में अपरिमित 
रूप से विस्तृत करने पर भी किसी भी बिखु पर आतिच्छेद नहीं करते हैं। 


जैसा कि पहले बताया जा चुका है, दैनिक जीवन में समांतर रेखाओं के अनेक 


उदाहरण उपलब्ध हैं। 


टिप्पणी ; हमने देखा कि यदि दो किरणें या रेखाखंड समांतर हैं, तो उनके द्वारा 
निर्धारित रेखाएँ भी समांतर हैं। हम यह भी कह सकते हैं कि यदि दो रेखाएँ समांतर 
हैं, तो उन पर स्थित सभी रेखाखंड भी समांतर होंगे। परन्तु यही बात दो प्रतिच्छेदी 
रेखाओं के बारे में नहीं कही जा सकती। दो प्रतिच्छेदी रेखाओं पर स्थित रेखाखंड 
प्रतिच्छेदी नहीं भी हो सकते हैं। दूसरे शब्दों में, दो रेखाखंड ?() व २४ ऐसे हो 
सकते हैं कि वे प्रतिष्छेदी न हों, परन्तु उनके द्वारा निर्धारित रेखाएँ एक बिन्दु पर 
काटती हों जैसा कि आकृति १.40) में दर्शाया गया है। 


| 
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इसी प्रकार की बात किरणों के बारे में भी कही जा सकती है। दो 'किरणें 
ऐसी हो सकती हैं जो प्रतिच्छेद न करती हों [आकृति ॥.] (४)], परन्तु उनके द्वारा 
निर्धारित रेखाएँ एक दूसरे को प्रतिच्छेद कर सकती हैं। आकृति .॥ (४9) में, रेखाखंड 


(? किरण शीर के साथ प्रतिच्छेदी नहीं है, परन्तु इनके द्वारा निर्धारित रेखाएँ एक बिन्दु 
पर प्रतिच्छेद करती हैं। 


.3.। दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी 


क्रियाकलाप : बिन्दु 0पर काटती हुई दो रेखाएँ / व ॥ खींचिए। रेखा /पर 
भिन्‍न॑बिलु 8, 3, (!, 0, 0), 8 तथा क्र पर बिन्दु ७ 0, 7२, 0, $, "' अंकित कीजिए 
(आकृति .2)। अब सभी रेखाखंडों जैसे ४70, »0, 80, 8$, 07, 07 आदि को 





लॉ कई "५ 
ना 8 
ट आकृति 77.72 


मापिए। आप क्या देखते हैं? आप देखेंगे कि कुछ रेखाखंडों की लम्बाइयाँ असमान 
हैं और कुछ की समान। दूसरे शब्दों में, / व ऋपर स्थित किन्‍्ही दो बिल्दुओं के 
बीच की दूरी सभी स्थानों" पर समान नहीं है। आप बता सकते हैं कि कब यह दूरी 
न्यूनतम होगी? स्पष्टतः यह दूरी न्यूनतम होगी, यदि हम / पर स्थित बिन्दु 0 का 
चयन करें तथा #% पर स्थित बितदु 0 ही लें। इस स्थिति में इन दो बिन्दुओं के 
बीच की दुरी शून्य होगी। यह न्यूनतम दूरी (इमरठह८७/ दरांध्रधव2०) ही रेखाओं । व 
!४ के बीच की दूरी कहलाती है। इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि 


दो प्रतिच्छेती रेखाओं को बीच की दुरी शुन्य होती है। 
क्रियाकलाप 2: झक कागज पर एक पटरी रखिए और उसके विपरीत क़िनारें के 


अनुदिश दो रेखाएँ खींचिए तथा पटरी को हट दीजिए। इस प्रकार हमें दो समांतर रेखाएँ 
प्राप्त होती हैं। आइए इन रेखाओं को 88 व ८9 नाम देते हैं (आकृति ॥.3)। 


3] याशित 


०7748: 
| । 


728: 3330 सा | ४ पैन 
58 अकअ७777 ६3:75 8८२८ २ 
| 4. ह अब |] 





आंकति 77.॥3 


अब एक सेट-स्कवेयर लेकर उसे रेखा (!0 पर इस प्रकार रखते हैं कि उसके 
समक्ोण की एक भुजा (0) के अनुदिश रहे और उसके समकोण का शीर्ष रेखा 
(0 के किसी बिन्दु 0 के संगत हो जाए। अब सेट्‌-स्क्वेयर के समकोण की दूसरी 
भुजा के अनुदिश रेखाखंड 7() इस प्रकार खींचते हैं कि बिन्दु ? रेखा #8 पर रहे। 
चौँदे द्वार कोणों 7 व 0 को माप कर देखा जा सकता है कि 90) | (9 और 
९0१ | ४8 है। इस प्रकार, 70 दोनों रेखाओं (४० व 83 पर लम्ब है। इसी प्रकार, 
हम सेट्‌-स्कलेयर को बिन्दुओं $.४,.. आदि पर रख कर रेखाखंड 7७8, |श][४ आदि खींच 
सकते हैं। पहले की भाँति हम यहाँ भी देखते हैं कि एे४,)शीष, आदि सभी रेखाखंड 
दोनों रेखाओं 8 व (0) पर लम्ब हैं। हम इन सभी लम्ब रेखाखंडों 70, २५, ५९, 
. क्षदि को मापते हैं। हम पाएँगे कि ये सभी रेखाखंड बराबर हैं। इस प्रकार, 


दी समांतर रेखाओं को बीच की लाम्बिक दरी (#९कृछट्ावोंटधरंदा धा3/472८) 
पभी स्थानों पर समान हैं। 


यदि हम रेखाओं ४8 व (0) पर दो बिखु क्रमशः 8 (या 0) और फ या | 

या प्र) ले और रेखाखंडों छात्र त6, 068 आदि को मापें, तो हम पाएँगे कि प्र (या 

(6 या ठप) था तो लाम्बिक (लम्बबत्‌) दूरी 0९) (या शाप या 75) से बढ़ा है गा 

बराबर है। दूसरे शब्दों में, हम कह सकते हैं कि लम्बवत्‌ दूरी ही दो समांतर रेखाओं 

के बीच की न्यूमतम दूरी है। इस प्रकार, हय जब थी को सर्मांतर रेखाओं को बीच 

ह दूरी की बात करते हैं. वो हमाय आशव उनके बीच की लम्बवत दरी मरे होता 
/ 


(9 फेक 


शा सृग्म और तियंक्र रेखा 23] 


प्रश्नावली ॥4.2 
।. निम्न आकृतियों में से प्रत्येक में समांतर रेखाखंडों के युग्ग लिखिए: 





/ £ 0 
(7) 
( 
() तर 
8 
(॥) (५) 
आक्ात' 77. 74 


2. आकृति .॥5 में, रेखाखंड &8 व किरण (१) प्रतिच्छेदी नहीं हैं। कया आप कह 
सकते हैं कि ये समांतर हैँ? अपने उत्तर का कारण भी लिखिए। 
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44.3.2 एक तिर्यक रेखा द्वारा दो समांतर रेखाओं के साथ बनाए गए 
कोण 


क्रियांकलाप 3: मान लीजिए कि एक ही तल में स्थित दो रेखाएँ | व # समांतर 
हैं तथा # इन रेखाओं की तिर्यक रेखा है (आकृति १.6)। 


बा » [77 
८ गे 
आक़पि 7॥,76 


क्या आप # द्वारा ऋवे ४ पर निर्मित संगत कोणों के युग्मों की पहचान 
कर सकते हैं? अबश्य। संगत कोणों के युग्म हैं; (१, 25), (<2, <6), 
(24, ८8) और (23, ८7) (आकृति .6) <“१ व 5 को मापिए। आप क्‍या 
पाते हैं? ये कोण बराबर हैं? हाँ, ये संगत कोण बराबर हैं। इसी प्रकार, संगत कोण 
८22 # ८४6, 4 > 28 व ८३ # ८7 है। इस प्रकार, हम पाते हैं कि यदि 
दी समांतर रेखाएँ एक तिर्यक रेखा द्वारा प्रतिष्छेदित हों, तो इस प्रकार बने 
प्रत्येक संगत कोण युग्म को कोण बराबर होते हैँ। 


क्या आप तिर्यक रेखा # द्वाए रेखाओं # व # के साथ बने अन्त; एकान्तर 
कोणों के युग्म पहचान सकते हैं? अवश्य। अन्त: एकान्तर कोणों के युग्म हैं; 
(८2, 28) और (3, <5)| ८2 व <8 को मापिए। आप क्‍या पाते हैं? क्‍या 
ये बराबर हैं? हाँ, 22 5 28 है। इसी प्रकार, माप कर हम देखते हैं कि 
<3 ४ «5 है। इस प्रकार, हमें दृष्टियोचर होता है कि 

यदि दो प्रमागर रेखाएँ एक तिर्यका रेखा) द्वार अतिच्छोेदित हों, तो उ्त्येका अन्तः 
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एकान्तर कोण युग्मय को कोण बराबर होते हैं। 


इसी प्रकार, हम तिर्यक रेखा के एक ही ओर बने अन्तः कोणों के युप्मों की 
पहचान कर सकते हैं। आकृति ॥.व6 में ये युग्म हैं; (2, 25) व (23, 8)। 
इन कोणों को मापने पर हमें ज्ञात होता है कि “2 + “5 5 80 तथा 
८3 + 8 < ॥80" है। इस प्रकार, हम देखते हैं कि 


यदि दो सम्मातर रेखाएँ एक तिर्वक' रेखा द्वाय़ प्रतिच्छेदित हों, तो तिर्यक रेखा 
को एक ही ओर बने अन्त; कोणों का योग 80" होता है। दूसरे शब्दों में, '्विर्यक 
रेखा के एक ही ओर स्थित अन्त: कोण संपूरक' होते हैं। 


इस प्रकार, हमें दो समान्तर रेखाओं पर उनकी तिर्यक रेखा द्वारा बनाए गए 
कोणों के निम्न गुण प्राप्त होते हैं; 


0) प्रत्येक संगत कोण युग्म के कोण बराबर होते हैं। क्‍ 
(0) ग्रत्येक अन्तः एकान्तर कोण युग्पय को कोण बराबर होते हैं। 


(0)  तिर्यक' रेखा के एक ही ओर कक्‍ने अन्त! कोणों का थोग ॥80" 
होता है। 


क्रियाकलाप 4: मान लीजिए #% व # दो असमान्तर रेखाएँ हैं और # उनकी 
तिर्यक रेखा है (आकृति .7)। 





आकृति 44.77 


इस आकृति में संगत कोण थुग्मों की पहचान कीजिए। ये हैं; (24, ९८), 
(८9, 2), (<वं, 2४), व (“८ <&४)। इन कोणों को मापिए। क्‍या <ध्व> ८८ 
है? नहीं। इसी प्रकार, अन्य कोणों को मापने से पता चलता है कि किसी भी युग्म 
के कोण बराबर नहीं हैं। 
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अब आकृति ॥,77 में अन्त: एकान्तर कोण युग्म पहचानिए। ये (०9, ॥) 
तथा (2०, 2४) हैं। यहाँ .#व ॥ को भापिए। क्‍या ये बगबर हैं? नहीं। इस्ती 
प्रकार, मापने पर हमें ज्ञात होता है कि “८ भी “४ के बराबर नहीं है। 


अब इसी आकृति में तिर्यक रेखा के एक ओर के अन्त; कोण-युग्मों को 
पहचानिए। ये कोण युग्म (9, 2८) और (2० <#)हं। इन कोणों को मापिए और 
देखिए कि क्‍या 2#+.2८८80"है। नहीं। इसी प्रकार, <2व <# का योग भी 
80" नहीं है। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है कि दो असमांतर रेखाओं पर एक 
तिर्यक रेखा द्वाया निर्मित 


0). संगत कोण युग्म के कोण बराबर नहीं होते, 
0) अन्त; एकान्तर कोण युर्प के कोण बराबर नहीं होते, वधा 
(0). तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अन्त! कोणों का योग 80" नहीं होता। 


दूसरे शब्दों में, यदि दो रेखाओं को एका वियक रेखा काटे, तो वे 
रेखाएँ समांतर होंगी यदि जिम्न तीन ग्रतिबंधों में से एक भी संतुष्ट हो 
जाता हैं; 


(0) संगत कोण यूर्म के कोण बराबर हैँ। 
() अन्तः एकान्तर कोण युग्म के कोण बराबर हैं। 
(॥] तिर्यकः रेखा के एक ही ओर के अन्चः कोरणों का योग 80" है। 


उदाहरण ॥ : आकुति ॥4.8 में, रेखाएँ » व 4समांतर हैं तथा #तिर्यक रेखा है। 
यदि ८3 555०"है, तो अन्य कोणों का माप ज्ञात कीजिए। 


हम के ५ 
४ 
44772 क्‍ ५० कप 
हि 


आक्रतिं 7, 78 
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हल; 23 555" दिया है। 
चूँकि »7 और 3 संगत कोण हैं, 
अत; ८7 5८३3 <55? (| 4 तथा +#पिर्यक रेखा है) 
८3 व “2 एक रैखिक यग्म बनाते हैं। 
अत; ८2 ८5 ॥80" - “3 ८१80" - 55० - |25० 
अब “2 व <6 संगत कोण हें। 
अतः 26 रे ८2 5+]25" . (7॥३ तथा #तिर्यक रेखा है) 
इसी प्रकार, >3 व 25 अन्त: एकान्तर कोण हैं। 
इसलिए ८5५ रू 3 5550 (/2॥ तथा +तिर्यक रेखा है) 
“3 व 8 तिर्यक रेखा के एक ही ओर स्थित अन्त: कोण हैं। 
इसलिए ८3 + «8 >]800 (//69 तथा /तिर्यक रेखा है) 
अर्थात्‌ 8 <>१80" - 23 5]80" - 55"- 25० 
चैँकि 4 व 28 संगत कोण हैं, 
अंत; ८4 #<#& «८8 5८]25" (7|॥६ तथा /तिर्यक रेखा है) 
<] व 5 भी संगत कोण हैं। 
इसलिए. <४]। ह#& «४5 #55" (/ 4 तथा तिर्यक रेखा है) 
इस प्रकार, 
2] ८550, ८5 55% ८7 ८555", ८2 »॥25",* «6 « 257, 
24 +]25" व 28 <25" है। 


उदाहरण 2; आकृति ॥.9 में, <3 5 50" और 8 > 80 है। क्‍या रेखा / 
रेखा के समांतर है? 


हल ६४ /१ + 22 5१80 रैखिक युग्म) 
व “2 >]80९ - «४] &: १80० -. 5[)० :- 3(]" 


साथ ही, <8 -< 80" दिया है। इस प्रकार ८2 व <8, जो कि अन्त: 
एकान्तर कोण हैं, बराबर नहीं हैं। 
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ह8। ४ 
आकृति 77. ॥9 


अतः रेखाएँ 9 व 4 समांतर नहीं हैं। 


छ ७8 ५ 


प्रश्नावली ॥१.3 


, आकृति ॥१.20 में, रेखा ! रेखा क्र के समांतर है तथा # इनकी तिर्यक रेखा 
है। यदि ८9-65" है, तो अभय सभी कोण ज्ञात कीजिए। 
(। 





आकऊति 77.20 


2. आकृति ॥.2। में, रेखा &83 रेखा (५) के समांतर है ओर ॥२४ एक तिर्यक रेखा 
है, जो &3व (0) को क्रमशः ? व 0प९ काटती है। यदि /ए?00 < 35" 
है, तो ८१०8 ज्ञात कीजिए। 
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(/ 
/ 
दु कि 
7 2 () $ 
टै (0 
आकृति 77.27 


3, आकृति ॥.22 में £ का मान ज्ञात कीजिए, यदि /॥॥# है। 


8 


() () 


आकृति 7,22 
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4. आकृति १.23 में, दोनों कोणों की भुजाएँ समांतर हैं। यदि ८&8८0५-50 है, 
तो ८799 ज्ञात कीजिए। 


शा 
()% 





याद रखने योग्य बातें 
« एक रेखा जो दो या दो से अधिक दी हुई रेखाओं को भिन्‍न बिन्दुओं पर 
प्रतिच्छेद करती है, तिर्यवक रेखा कहलाती है। 


» एक ही बल में स्थित ऐसी रेखाएँ जो प्रतिच्छेदी न हों समांतर रेखाएँ कहलाती 
हैँ! 


3, दो प्रतिच्छेदी रेखाओं के बीच की दूरी शून्य होती है। 


4. दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी प्रत्येक स्थान पर समान होती है तथा 
यह दोनों के बीच की लाम्बिक लम्बवत्‌ (दूरी) होती है। 


, यदि एक तिर्यक रेखा दो समांतर रेखाओं को प्रतिच्छेद करे, तो 
() संगत कोणों के प्रत्येक युग्ग के कोण बराबर होते हैं। 
(॥) श्कान्तर कोणों के प्रत्येक युग्म के कोण बराबर होते हैं। 
() तिर्थक् रेखा के एक ही ओर बने अन्त: कोण संपूरक होते हैं। 


शक ऋशश्ञा का २२७ा-महतत 


जो 


५] 


4 सकी सकता, आम 3०... ॥+७+ जा “श्री आजा आ धआा पा हातूमओं- कक गीक्राशिजाओं के आशा ०0 अ>मकततयताशात बता # तन. जा! आग आांध.] ञ्राँ (सम. कआ भार, बा नजर ब.०६क.... ।अन्‍न्‍न्‍>>>मयाकन-_. मम नम (...! ६..आना.आ. 42 नन__-> करू बम न का. 200७ जन 


बायूम औए वि शा 2) 


& ये हे अग्रमांतर रेखाओं को एक वि रेखा के, गो उप दिए गए बंध 
के |), [| ओर |॥) स् हाँ है 

/, वेद दो रेखाओं को एक तर्क रेखा काटे और तिलक में मे कोई भी 
सह, 
॥ पंत कोण के एक गुण के कोण बा है 
॥) पात्र कोर्णें के एन यम के को॥ बा है 
॥) तर्क रेखा के एक ही ओर को अं को! सो है 


जत्रिभुज अंश उ। 





2.] भूमिका 


ज्यामिति में सर्वाधिक पाई जाने वाली आकृति त्रिधुज है। इस आकृति का 
चित्रकला, स्थापत्य कला, शिल्प कला एवं अभिय॑त्रिकी में बहुतायत से प्रयोग होता 
है। त्रिभुज के स्वरूप में कोई भी परिवर्तन भुजाओं में परिवर्तन किए बिना नहीं हो 
सकता। इसलिए अधिकांश निर्माण कार्यों, विशेष रूप से पुल व स्तम्भों में इस आकृति 
का प्रयोग स्थायित्व एवं दुढ़ता प्रदान करने के लिए किया जाता है। इस अध्याय में, 
हम त्रिभुज के भाग, त्रिभुजों का वर्गीकरण एवं त्रिभुजों के कुछ गुणों का अध्ययन 
करेंगे। 
2.2 ज़िभुज के शीर्ष, भुजाएँ एवं कोण 

मान लीजिए &, 8 व (! तीन धिनन्‍न 
असंरेखी बिन्दु हैं। इन तीनों बिंदुओं को युम्मों 
में लेकर जोड़ने से बने तीनों रेखाखंडों &8, 30 ग .++-..' 
व (४ से बनी आकृति को त्रिभुज् (#[व॥८) 
कहते हैं (आकृति ॥2.)। संकेत & एक त्रिभुज 
को निरूपित करने के लिए प्रयुक्त होता है। इस 
प्रकार '& 880 ' को 'त्रिभुज &80' पढ़ा जाता 
है। तीनों बिन्दु &,8 व (! इस तिभुज के शीर्ष ग्र 
(/८2:८८७४॥ कहलाते हैँ | तीनों रेखाखंड 48 3५ ने 
(५, ४ 03९0 की भुजाएँ (४४०5) कहलाती हैं। 


कोण &8८, 8९४ व (४8 इस त्रिभुज के कोण 
कहलाते हैं। 





आक्रति 2,7 


इस प्रकार, तीन भुजाएँ एवं तीन कोण, मिलकर त्रिभुज के छः भाग (778) 
अथवा अक्यव (शक#शा5) कहलाते हैं। त्रिभुज की दो भुजाओं के बीच एक कोण 


सभुज 24। 


तथा दो कोणों के बीच एक भुजा सदैव विद्यमान होती है। भुजाओं के प्रत्येक युग्म 
में एक शीर्ष उभयनिष्ठ होता है। 


टिप्पणी :कोई अस्पष्टता न होने पर, हम त्रिभुज के कोर्णों 8७0, «४30 और 
90५ के लिए क्रमशः <४, “8 और <0० का प्रयोग भी कर सकते हैं। 


2.2.] शीर्ष की सम्मुख भुजा व भुजा का सम्मुख शीर्ष 


आकृति 2.2 में हम देखते हैं कि भुजाएँ 
69 व ७८ शीर्ष & पर मिलती हैं। शेष बची भुजा 
30. इस शीर्ष ४3 की सम्मुख सजा (07770057/2 
पं) कहलाती है और शीर्ष & इस भुजा 80 का 
सम्मुख शौर्ष (०2/7057४2 ए2772:0) कहलाता है । इसी 
प्रकार, (» शीर्ष छ की सम्मुख भुज़ा है तथा शीर्ष 8 0 
8 भुजा (४ का सम्मुख शीर्ष है। साथ ही, भुजा आकृति ॥2.2 
४8 शीर्ष (! की सम्मुख भुजा है तथा शीर्ष 0, ४8 
का सम्मुख शीर्ष है। 


॥2.3 किसी त्रिभुज का अभ्यंतर एवं बह्िभागि 


किसी भवन, मकान या मेदान के लिए, हम उसके अन्दर व बाहर के बारे 
में बात करते हैं। हम किसी खिलाडी के खेल के मैदान से बाहर या उसके अन्दर 
होने की बात करते हैं। हम हॉकी के एक मैदान और उसकी परिसीमा की बात करते 
हैं। इस परिस्तीमा या सीमा रेखा के जो अन्दर है वह उसके अभ्यंतर में है तथा जो 
कुछ इस सीमा रेखा से बाहर है वह उसके बहिर्भाग में है। 


यदि कोई खिलाडी अन्दर से बाहर या बाहर से अन्दर आना चाहता है, तो 
उसे सीमा रेखा था परिसीमा को पार करना होगा। आइए इस विचार को हम त्रिभुज 
के अभ्यंतर व बहिभगि पर लागू करते हैं। 


2५. 22८० 


ह () हु (॥) 
आकृति ॥2.3 
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हम एक कागज पर त्रिभुज 80! बनाते हैं [आकृति 2.3 ()]। यह त्रिभुज 
तल के सभी बिन्दुओं को तीन भागों में बाँटता है : 


बहिधाय 
क्रिश्ज ज्टा त्रिभुजाकार क्षेत्र है 
2 ली 4 
() (५) (५) 
आकर 72.32 


0) तल का वह भाग जिसमें ? जैसे सभी बिन्दु हैं त्रिभुज का अभ्यंतर 
(राश70+7 कहलाता है [आकृति 42.3(॥)]। 

४) तल का वह भाग जिसमें ए जैसे सभी बिन्दु हैं स्वयं त्रिभुज कहलाता है 
[आकृति 2.30॥)]। 

(#) त्रिभुनज का अभ्यंतर एवं स्वय॑ त्रिभुन मिलकर त़िथुजाकार क्षेत्र 
(फ्रांका?शांदा' ॥220॥) 50५ कहलाता है [आकृति 2.3(0ए)] ॥ 

(00 तल का वह भाग जिसमें 0 जैसे सभी बिन्दु सम्मिलित हैं त्रिभुज का 
बहिभागि (2४2/४07) कहलाता है [आकृति 2.3(५)] । 


आकृति १2.3 (९) में, हम देखते हैं कि त्रिभुज की भुजाओं को पार किए बिना 
हम 9 से 0. या 0 से ?तंक नहीं जा सकते। 
७७0७ 


प्रश्गावली १2.7 


।. निम्न कथनों में रिक्त स्थानों की पूर्ति इस प्रकार कीजिए कि कथन सत्य बन 
जाए; 


0) एक त्रिभुज के -------- शीर्ष होते हैं। 
(॥) एक त्रिभुज की -------- भुजाएँ होती हैं। 
(00) एक त्रिभुज के >->------- कोण होते हैं। 
(५) एक त्रिभुज के --------- भाग होते हैं। 


2. क्‍या तीन सरेखी बिदु &,3 व (! एक त्रिभुज बनाते हैं? 
3, तीन असरेखी बिचु [./ और लीजिए तथा ॥./, शाप, [शा को जोडिंए। 


जिभुज 24) 
आपको कौन सी आकृति प्राप्त होती है? उसका नाम बताइए। 
, उपर्युक्त प्रश्न 3 में निम्न के नाम दीजिए: 
(४७) “५ को सम्मुख भुजा (७) धुजा ॥// का सम्मुख कोण 
(०) भुजा!गर,का सम्मुख शीर्ष (0) शीर्ष 'की सम्मुख भुजा 
आकृति ॥2.4 में कितने विभिन्‍न त्रिभुज बने हैं? प्रत्येक का नाम लिखिए। 
आकृति ॥2.4 में, उन ज्रिभुजों के नाम लिखिए जिनका एक शीर्ष है; 
() बिन्दु #& () बिन्दु 8 
(0) बिन्दु ८ (४५) बिन्दु 0 / 
(५) बिन्दु 8 (शं) बिन्दु [एर 


42 £ 
आकृति १2,4 के कौन से ऐसे त्रिभुज हैं 
जिनके लिए छ बहिर्भाग में स्थित 
है? जिनके लिए 70)कम से कम उनकी एक 
भुजा पर स्थित है? हक का 


आकृति १2.5 में उन बिन्दुओं के नाम बताइए जो 
त्रिभुजाकार क्षेत्र 7१()९ में स्थित हैं। इनमें से कौन 
से बिन्दु & 7()२ पर स्थित हैं? 


आकृति ॥2.6 में निहित सभी भिन्‍न त्रिभुजों 

के नाम लिखिए। 

() किन त्रिभुजों के लिए ?उनके अभ्यंतर 
में स्थित है? 

(४) किन त्रिभुजों के लिए 0 उनके 
अभ्यंतर में स्थित है? 

(8) किन त़िभुजों के लिए & उनके बहिभग 
में स्थित है? 

(0५) किन त्रिभुजों के लिए 0 उनके अभ्यंतर 
स्थित है? 





आक्ति 2.6 
(५) किन त्रिभुज़ों करे लिए 0 उनके बहिर्भाग 
में स्थित है? 
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2.4 त्रिभुज के गुण 
अब हम त्रिभज के वुछ गुणों का सत्यापन कुछ क्रियाकलापों द्वारा कोंगे। 


2.4.] कोर्णों के योग का गुण 


क्रियाकलाप  : इस क्रियाकलाप (कागज काटने का एक क्रियाकलाप) के 
लिए आपको . पेंसिल, कैंची तथा एक मोटे कागज की आवश्यकता होगी। 
इसको करने के लिए विभिन्‍न चरण इस प्रकार हैं ; 


।, एक मोटे कागज, जैसे पुराना ग्रीटिंग कार्ड, विधवाह-शादी का 
निमन्त्रण पत्र आदि, पर एक त्रिभुज बनाइए। इसके कोणों को 
<], “2 व “3 से नामांकित कीजिए (आकृति ॥2.7 0))! 





2 कु) 
आकृति 72.7 


2, त्रिभुजाकार क्षेत्र को कैंची द्वारा काट कर अलग कर लेते हैं। 
अब इस क्षेत्र को तीन भागों में इस प्रकार से काट लेते हैं कि 
प्रत्येक भाग &&8८ का एक कोण ॥, 2 व 3 मिरूपित करे जैसा 
कि आकृति ॥2.7 0/) में दर्शाया गया है। 


3, अब एक रेखा 700 खींचिए तथा तीनों कटे हुए भागों को इस 
प्रकार रखिए कि सभी का शीर्ष 0प२ हो जैसा कि आकृति 
१2.7 (॥#) में दिखाया गया है। कोणों के ये भाग इस प्रकार रखें 
कि न तो उनके बीच कोई रिक्त स्थान रहे और न ही वे एक 
दूसरे पर आच्छादित हों। 
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हम देखते हैं कि तीनों कोण मिलकर एक ऋजु कोण 007 बनाते हैं। चुँकि 
ऋजु कोण का माप 80" होती है, अतः तीनों कोणों का योग भी 80" हुआ। 


इस प्रयोग बन पृथक रूप से कई त्रिभुज बनाकर दोहराइएं। प्रत्येक बार हम 
देखेंगे कि तीनों कोणों का योग १80" ही है। इस प्रकार हम प्राप्त करते हैं: 


गुण ; त्रिशुज के तीनों कोणों का क्रोय 80" (वा दो समकोण) होता हैँ। 
प्राय: इस गुण को “त्रिभुज के कोणों के योग का गुण' कहते हैं। 


टिप्पणी : इस गुण के सत्यापन की जाँच, हम भिन्न तज्रिभुज लेकर तथा उनके कोणों 
को चाँदे द्वारा माप कर भी कर सकते हैं। 


उदाहरण १: एक त्रिभुज के दो कोणों के माप 65" और 45" हैं। तीसरे कोण का 
माप ज्ञात कीजिए। 


इल ; & »830 में, 
283 < 65" तथा «(0 > 45" है (आकृति 2.8)। 
»«. >28+ “(- 65०" + 45" & ॥0" (॥) 
5 





आक्राति 72.8 


अब त्रिभुज के कोणों के योग के गुण से, 20+ <8+ “0८ ॥80' है। 
इसलिए, समीकरण (]) का प्रयोग करने पर, 

2४ + 0? «5 80? 
इस प्रकार, 22% # 80" -0" ८70" 


उदाहरण 2: एक त्रिभुज के दो बराबर कोणों में से प्रत्येक तीसरे कोण का बुगुना 
है। त्रिभुज के कोणों को ज्ञात कीजिए।। 
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, मान लीजिए कि त्रिभुज का छोटा कोण | का है। तब त्रिभुज के शेष 
दो क्रोणों में से प्रत्येक 2४" का होगा। अब त्रिभुज के कण के थोग के गुण से, 
१ + 2.0 के 2४ म्ू ]80 
या 5४ ल्‍+४7 ]80 
या एक 36 


हि 


आकृति 72.9 


इस प्रकार त्रिभुज के कोण 36", 72" और 72" हैं। 


2.4.2 त्रिभुज का बाह्य कोण 
मान लीजिए कि &४४3९' की भुजा 80! को बिर;ु ह तक इस प्रकार बढ़ाया 


गया है कि # किरण छ8(' पर स्थित है, जैसा कि आकृति 2.0 में दिखाया गया 
है / 


८ 


इस प्रकार बने “&('ह को ७७80 का ("पर बाह्य कोण (८€ध४९४४०/ धा2/८) 
कहते हैं। त्रिभुज का कौन सा कोण, <&(४ का आसपन्‍न कोण है? यह कोण 
“<2(४8 है। क्‍या /#&व 3, 2४05४ के आसन्म कोण हैं? नहीं, ये आसन्‍न कोण 
नहीं हैं। इस प्रकार, & 83९ के शीर्ष (: पर बने बाह्य कोण .“ 8८४ के सापेक्ष 
८४03 आसन अन्त। कोण (स्ाह्ायंत ववांवट्शा 4॥2/०) है। शेष दोनों कोण 


जिमुझ दि है 
अर्थात्‌ 2» व 258जो आसनन्‍्न अन्त: कोण नहीं हैं, .“«('५ के सापेक्ष अन्तः 
अभियुय कांण (राशियंता 09/709/2८ हा।?/2५) फकैहलाते हैं। 
इसी प्रकार, यदि भुजा &(' को बढ़ाकर उस पर स्थित कोई बिन्दु ४ लिया 
जाए, तो “28८५ भी ४४8८! का (! पर एक बाह्य कोण है। क्‍या 80५ और 
200४ बराबर हैं? हाँ, क्‍योंकि ये शीर्षाभिमुख कोण हैं। इस प्रकार एक त्रिभुज के 
प्रयेक शीर्ष पर दो बाह्य कोण होते हैं जो एक दूसरे के बराबर होते हैं। «(0४ 
के समान ही 28९५ के सापेक्ष “&('3 आसरन अन्त: कोण है तथा ,/» व 7 
दो अन्त: अभिमुख कोण हैं। 


क्रियाकलाप 2 : एक त्रिभुज 88९: 

बनाइए तथा भुजा 8(ः को बढ़ाते हुए | 

बाह्य कोण (5 बनाइए (आकृति 2.)। 

अब बाह्य कोण &(' को चाँदे की 

सहायता से मापिए। साथ ही, अन्त: 

अभिमुख कोणों & व छे को भी मापिए 

और इनका योग ज्ञात कीजिए। आप क्‍या 

देखते हैं? हम देखते हैं कि ८#(%ऋ- ५ /( 
८» + ४४ है। 


आकृति ॥2,77 


हम इस प्रयोग को अन्य कई त्रिभुज लेकर दोहरा सकते हैं। प्रत्येक बार हमें 
यही परिणाम प्राप्त होगा। इस प्रकार हमें प्राप्त होता हैः 


गुण ॥[: किसी त्रिशुज में एक बाह्य कोण दोनों अनो। अभिमुख कोर्णों के 
योग के बराबर होता हैं। 


उदाहरण 3 : आकृति १2.02 में कुछ कोणों के माप दिए गए हैं।+ और » के 
मान ज्ञात कीजिए। 


हल :५४४८ में 8 पर बाह्य कोण 087 तथा आसन्न अन्त; कोण (8४ एक रैखिक 
युग्म बनाते हैं। इसलिए 


“(37 + ८("३3/४ & 80" 
या 70+ 9 80" 


7.४8 गणित 


या ४ [607 - 70? « 0९ 






पुन ८४300 - <(४3 + 208& (गुण ॥9) 
या ४ रू 40? + ५ 4(0९+ ]0" > 35()7 
इस प्रकार, /< 50" तथा »७ १0' है। 


आकृति ॥2. 72 


१2.4.3 एक ज्रिभुज की किन्‍्हीं दो भुजाओं का योग 
क्रियाकलाप 3: क्‍ क्‍ 
3. तीन त्रिभुज (', '., "', नाम देते हुए बनाइए। 
2, तीनों त्रिभुजों के शीर्ष &, 8, 0! से दर्शाइए। 
3, प्रत्येक त्रिभुज के लिए भुजाओं ७8, 80! व ('४ को मापिए तथा योग 
63 + 30, 80 + (४ व (४ + ४8 ज्ञात कौजिए। आप क्या पाते हें? 
क्या तीनों त्रिभुजों ए', पा, पर, के लिए, 
(0) #8 + 80 > 0५ है? (8) 80 + (७ > ४8 है? (॥) 0५ + »8 > 80 है? 


हाँ। सभी त्रिभुजों के लिए ये तीनों ही संबंध (), (॥) व (॥) सत्य है। इस प्रकार 
हमें निम्न गुण प्राप्त होता है 


गुण वा; एक ज़िथुज की किन्हीं धी दो भधुजाओं का योग तीसरी भुजा जा 
से बड़ा होता है। 


उदाहरण 4: लिखिए कि निम्न में कौन सी संख्याएँ एक त्रिभुन की सम्भावित 
भुजाएँ (सेपी में) हो सकती हैं 


() 9, ।2,.3 (॥)3, 4, 7 (0)3, 4, 28 (५) व3, व4, 25 
हलः क्‍ रा क्‍ 


0). क्‍योंकि 5+2> 3, [2+ [395 व 3+5> ॥2 है; अतः 5, ॥2 
व ॥3 एक त्रिभुज की भुजाओं की माप हो सकती हैं। 


लजिभुग्न 240) 
(0) यहाँ 4+357 है। अर्थात्‌ यहाँ गुण वा संतुष्ट नहीं होता है। अतः 4, 
3 व 7 किसी त्रिभुज की भुजाओं की माप नहीं हो सकतीं! 


(0 यहाँ 3+74 <28 है। अर्थात्‌ गुण वा संतुष्ट नहीं होता है। अत: 3, 
)4 व 28 किसी त्रिभुज को भुजाएँ नहीं हो सकतीं। 


0५) यहाँ 3+ 4> 25, 3+ 25 > 4 तथा 4 + 25 > 3 है। अतः 3, ॥4 
“व 25 एक त्रिधभुज की भुजाओं की माप हो सकती हैं। 


्छ छ के 


प्रश्गावली ॥2.2 
एक त्रिभुज के कोण 57०, 62" व 6|" हैं। इस त्रिभुज के लिए कोणों के 
योग के गुण की सत्यता की जौँच कीजिए। 


निम्न में से प्रत्येक में तीन कोणों के माप दिए गए हैं। लिखिए किन दशाओं 
में ये कोण किसी त्रिभुज के संभावित कोण हो सकते हैं; 


() 53", 73", 837 (॥) 30% 40", 00 (]॥) 59", 2"0, 09" 
(५४) 45?, 45०, 90" (५) 30", 20", 3007 (५४) 45", 6", 737 


मिम्म में से प्रत्येक में एक त्रिभुज के दो कोण दिए हैं। तीसरा कोण ज्ञात 
कीजिए। 


() 30", 60० (४) 45०, 45" 
(॥]) 20", 70९ (५) 35०, 55" 
क्या प्रत्येक दशा में तीसरा कोण पहले दो कोणों के योग के बराबर है? 


एक त्रिभुज का एक कोण शेष दो कोणों के योग के बराबर है। वह कोण 
कितना है? 


एक त्रिभुज का तीसरा कोण ज्ञात' कौजिए, यदि शेष दो कोण 04"व 30” 
हें। 


एक त्रिभुज के तीनों कोण बराबर हैं। प्रत्येक कोण का माप क्‍या है? 


एक त्रिभुज का एक कोण ॥60"है तथा शेष दो कोण बराबर हैं। प्रत्येक कोण 
का माप क्‍या है? 
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8, 


१09. 


. 


]2: 


दो त्रिभुज एक साथ मिलकर संलग्न आकृति (आकृति 2,3) कां निर्माण करते 
हेँ। 


0 + आधा 
८ ])08 + ८.3(7 + ८3५.) + 
८ (0४ ज्ञात कीजिए। 
आकाति ॥2,73 
([) 
आकृति १2.44 में, कोणों 888, ग < 


530, 3(५)0, (७0४ व 7& का 
योग ज्ञात कीजिए। 


आकृति ॥2,59 में, “& व /98 दिए 
हुए हैं। / 80) ज्ञात कीजिए 





आक्ाति 72.॥5 


आकृति ॥2.,॥6 में ८08९ , ७४8८ का 
8 पर बाह्य कोण है। /(४₹ के सापेक्ष है के : 


0) अन्त: आसनन्‍्न कोण 
(7) अन्त; अभिमुख कोण 





आकृति [2, 76 


आकृति 2.77 में, &#80१ की भुजाएँ क्रम से बढ़ाई गई हैं। निम्न में से प्रत्येक 


कथन को पूरा कीजिए 


(]) ८ &(0४ ८ / (४8 + -------+---««- 


]4, 


5, 


थ्रिभुज 25] 


(॥) <“83,% रे ०+-०----०-*-० कर अमर हि 
() < (3८ ऋछ& ««--०--००००*+ 3 मी जज की अल 





आकृति ॥2.॥7 


किसी त्रिभुज का एक बाह्य कोण 80" का है तथा दोनों अन्त: अभिमुख 'कोण 
परस्पर बराबर हैं। इन दोनों बराबर कोणों में से प्रत्येक को ज्ञात 'कीजिए। 


एक कागज पर एक &/४80 बनाइए तथा 80 को बढ़ाकर इस बढ़े हुए भाग 
पर बिन्दु 5 अंकित कीजिए। ७७४३८ का अक्स कागज पर अक्स खीचिए। 
कोणों को उचित प्रकार काट कर तथा चिंपका कर दिखाइए कि «४८४४५ 
८&+ 23 है। 


क्या ऐसा कोई त्रिभुज संभव है जिसमें 
() दो कोण स्मकोण हों? 

(॥) दो कोण न्यून कोण हों? 

(#) दो कोण अधिक कोण हों? 

(५) प्रत्येक कोण 60" से कम हो? 
(५) प्रत्येक कोण 45" से बड़ा हो? 
(५) प्रत्येक कोण 60" के बराबर हो? 
(५) प्रत्यके कोण 60" से बडा हो? 


निम्न में से प्रत्येक में तीन धनात्मक संख्याएँ दी गई हैं। लिखिए कया ये संख्याएँ 
किसी त्रिभुज की भुजाओं (सेमी में) सम्भावित लम्बाइयाँ हो सकती हैं; 
() 2, 3, 4 (#) 4, 5, 3 (॥) ॥], ॥2, ॥3 


(५9) 9, 6, 25 (९) 2, 7, १ (श) 27, 25, ॥9 
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7, 


]8, 


0४30 में भुजा छ पर स्थित ? एक बिन्दु है (आकृति 2.8)। निम्न में से 
प्रय्येक कथन में रिक्त स्थान को संकेत '&', '<'या '>'से इस प्रकार भरिए 
कि कथन सत्य हो जाए: 





() 8370-"+ ४8 + 87 
(॥) /.? 6(- + ९. 
(70) ४५::४5७३--८४६६६ ठ (03 + /४(. + 30. | 





आकृति 72,/8 


58030 के अभ्यंतर में एक बिन्दु है (आकृति 2.9)। लिखिए कौन से कथन 
सत्य (7) हैं तथा कौन से असत्य (?); 


() 37? + 79 < 38 
() ४? + ९! < /(? 
(॥) 87 4. ?(: ८ 8९ #/ 5 
(ए०)#%7?+2(7 > &(! ' 9 
आकृति 4.2,49 


32.5 त्रिभुर्जों के प्रकार 


[, 


भुजाओं के अनुसार त्रिशुजों का वर्गाकिरण 


अब हम त्रिभुजों की भुजाओं की लम्बाइयों के अनुसार त्रिभ्रजों के प्रकारों 


का अध्ययन करेंगे। 


आइए आकृतियों 2.20 ()- (५४) का अवलोकन करें 





3 सेमी 3 सेमी 
7 दिकिय क है 


5 सेभी 3 सेमी प) 
() (] ]) ([ 


जिभु'त 253 


9/ ५३ ''> सेमी जि कि ८ हु | ; 


(५() (५) 
जसाकाति 72.20 


भुजाओं की लम्बाइयों के आपसी संबंधों के आधार पर यदि हम इन त्रिभुजों 
का वर्गीकरण करें, तो त्रिभुज (6) व (५)एक वर्ग में, त्रिभुज 0), (॥0 व (शा) दूसरे 
वर्ग में तथा त्रिभुज (४) व (शा) तीसरे वर्ग में आएँगे। पहले वर्ग भें सम्मिलित त्रिभुजों 
में तीनों भुजाँ असमान हैं। दूसरे वर्ग के त्रिभुजों भें दो भुजाएँ बराबर हैं तथा तीसरे 
वर्ग के त्रिभुजों में तीनों भुजाएँ बराबर हैं। इस प्रकार भुजाओं की लम्बाइयों के आधार 
पर ब्रिभुजों का निम्न प्रकार ' वर्गीकरण करते हैं: 


0) एक त्रिभुज जिसकी कोई भी दो .भुजाएँ बराबर न हों विषमबाहु वत्रिभुज 
(2०४८2 #74४2/2 ) कहलाता है। उदाहरण के लिए यदि किसी त्रिभुज की 
भुजाएँ 3 सेमी, 4 सेमी व 5 सेमी हैं, तो वह विषमबाहु त्रिभुज है [आकृति 


१)2,.20)]|। 
का कस किक 3 "८० ु ४ 
5 सेंगी 5 सेमी | 3 सेपी 
() (0 (0) 


आकृति 72.27 


() एक त्रिभुज जिसकी दो भुजाएँ बराबर होती हैं समद्विबाहु त्रिधुज 
(5075८शं४३ 7747॥82/०) कहलाता है। उदाहरण के लिए 3 सेमी, 3 सेमी व 5 
सेमी भुजाओं वाला त्रिभुज समट्ठिबाहु त्रिभ्ुज है [आकृति ॥2.20)|। 

(0) एक त्रिभुज जिसमें सभी भुजाएँ बराबर होती हैं समबाहु तिभुज 
(ट्दृष्माप्राशदां 7472४) कहलाता है। अत; 3 सेमी, 3 सेमी व 3 सेमी 
भुजाओं वाला त्रिभुज समबाहु त्रिभुज है [आकृति 2.2(॥)]। 
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[, कोणों के अनुसार त़िभुजों का वर्गीकरण 


कोणों के आधार पर त्रिभुजों का वर्गीकरण निम्न प्रकार कर सकते हैं : 


0) एक त्रिभुज जिसके सभी कोण न्यून कोण होते हैं न्यूब कोण ब्रिभुज 
(0४९ ॥/४2९८/ फैहैलाती है [आकृति 2,22()|। 





आक्ात ।2.22 


0) एक्क त्रिभुज जिसका एक कोण समकोण होता है समकोण क्रिफुज् (0॥ 
॥70॥१/८) कहलाता है। आकृति ॥2.22 (॥) में 8७80 स्मकोण त्रिभुज है 
क्योंकि ८ 8 एक समकोण है। समकोण की सम्मुख भुजा (४ कर्ण 
(॥१/0/0॥0९) कहलाती है। 


(0) एक त्रिभुज जिसका एक कोण अधिक कोण होता है अधिक कोण 
ब्रिभुज (00॥॥2 ॥भ000//) कहलाता हे | आकृति ॥2,22 (॥) में 2 8 अधिक 
कोण है। अतः 8४080 अधिक कोण त्रिभुज है। 


९9 ७) छे 


विभु्त कप 
प्रश्नाचली ॥2.3 


।. आकृति 2.23 में पाँच त्रिधुज हैं। भुजाओं की सेंमी, में लम्बाइयाँ भजाओं के 
अनुदिश लिखी हुई हैं। प्रत्येक के बारे में लिखिए कि क्‍या वह विपमबाह, 
समद्विबाहु या समबाह त्रिभज है। 


ऐप 


हा 

श्‌ सेमी कल मल... मा, 
रे थ 
. 9 8 सेभी 4 सेमी है हा 
मय जज शमी लत कप ." मेपी 4 हि ] सेमी 

2 प्तेमी भर ही 

() नग्न बनी न अण5+ * (॥) 

(|) 3 स्ेत्री 
आकाए 72.23 


2. मिमन त्रिभुजों का उनके कोणों के आधार पर वर्गीकरण कीजिए; 





आकृति 2.24 


3, त्रिभुजों का विषमबाहु, समटद्ठिबाहु या समबाहु के रूप में वर्गीकरण क्रीजिए, यदि 
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8. 
9, 


उनकी भुजाएँ हैं: 

() 2 सेमी, 3 सेमी, 2 सेमी (/) 2 सेमी, 2 सेमी, 2 सेमी 
(॥) 3 सेमी, 6 सेमी, 4 सेमी (५) 7 सेमी, 72 सेमी, 3 सेमी 
(४) 5 सेमी, 5 सेमी, 5 सेमी (४) 4 सेमी, 4 सेमी, 5 सेमी 
त्रिंयुजों का कोणों के आधार पर वर्गीकरण कीजिए, यदि उनके कोण हैं ; 
() 50", 40", 90" (॥) 4200, 30", 30"... (॥) 70, 60", 50० 


(५०) 450", 0", 20" * (५) 30", 600, 90? (७०५) 80", 40", :60०7 


याद रखने योग्य बातें 


, ज्िभुज चह आकृति है जो तीन असंरेख बिल्दुओं में से दो-दो को जोड़ने वाले 


(तीन) रेखाखंडों से प्राप्त होती है। त्रिभुज को निरूपित करने के लिए संकेत 
/& का ग्रयोग किया जाता है। 


, ब्रिभुज में तीन भुजाएँ, तीन कोण और तीन शीर्ष होते हैं। 
. तीन भुजाएँ एवं तीम कोण त्रिभुज के छः अवयब कहलातें हैं। क्‍ 
, एक त्रिभुज तल को तीन भागों में विभाजित करता है - अभ्यंतर, बहिर्भाग 


एवं त्रिभुज स्वयं। 


, त्रिभुज &80 अपने अध्यंतर के साथ मिलकर त्रिभुजाकार क्षेत्र ७8८: कहलाता है। 
, ब्रिभुज के कोणों का योग दो स्मकोण यथा १80" होता है। 
. किसी भी त्रिभुज का कोई भी बाह्य कोण अपने अभिमुख अँतः काणों के 


योग के बराबर होता है। क्‍ 
किसी त्रिभुज की दो भुजाओं का योग उसकी तीसरी भुजा से अधिक होता है। 
जिस त्रिभुज की कोई भी दो भुजाएँ बराबर न हों, उसे विषमबाहु त्रिथुज, कहते हैं। 


0.जिस त्रिभुज में दो भुजाएँ बराबर हों, उसे समद्विबाहु त्रिभशुज कहते हें। 
.जिस त्रिभुज की सभी भुजाएँ बराबर हों, उसे समबाहु त्रिभुज कहते हैं। 
2, जिस त्रिधुज के सभी कोण म्थयून कोण हों, उसे न्यून कोण त्रिभुज कहते हैं। 
3.जिस त्िभुज में एक कोण समकोण हो, उसे सम्रकोण त्रिधुज कहते हें। 
4, जिस त्रिभुज में एक कोण अधिक कोण हो, उसे अधिक कोण त्रिभुज कहते हैं। 


चीज 
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3,। भूगिका 


ज्यमिति में 'रचना' शब्द दी हुई माषों के आधार पर शुद्ध व मही आकृति 
बनाने के लिए प्रयोग किया जाता है। जीवन के प्रत्येक क्षेत्र में कभी न कभी ऐसे 
व्यवहारिक ज्ञान की आवश्यकता पड़ जाती है। विज्ञान एवं प्रौद्योगिकी की व्यवहारिक 
शिक्षा में तो यह ज्ञान अत्यंत आवश्यक है। इस अध्याय में, हम पटरी, सेट-स्कवेयर, 
भौंदे तथा .परकार की सहायता से कुछ आकृतियों की रचना करने का ज्ञान प्राप्त 
करेंगे। 
33.2 मोद द्वारा कौर्णा को रबना 

चाँदा आपके ज्यामिति बकस में रखा एक यंत्र है जो दिए हुए कोण को मापने 
के लिए प्रयोग किया जाता है। यह दिए हुए माप का कोण बनाने में भी प्रयोग किया 
जाता है। आप 5", [0", 5०" ,.. आदि माय वाले कोणों की रचना करना पिछली 
कक्षाओं में पहले ही सीख चुके हैं। अब हम 67", 53", 20",.. आदि जैसे सभी 
प्रकार के कोणों को खींचना सीखेंगे। एक दिए हुए परिमाण (मान लीजिए 38") के 
कोण की रचना हम निम्न प्रकार करेंगे; 


रचना के मरण :£ 
, एक किरण #&8 खींचिए (आकृति [3,।)। 


2, चौँदे को 8४8 पर इस प्रकार रखिए कि उसका केन्द्र किए 83 के 
प्रारंभिक बिन्दु & पर पड़े और 0-80 रेखा 88 के अनुदिश रहे। सौदे 
का गोलाई वाला भाग रेखा 8४8 के ऊपर की ओर रहना चाहिए। 


3, &8प२ 0 से प्रारम्भ कर चौंदे पर 38" के चिह्न के सामने कागज पर ॥# 
बिन्दु (" अंकित कोजिए। 


, 4, चौँंदे को हटाकर किरण &( खींचिए। 


25४ गणि(। 


38९ है। 





आकृति ॥3, | 


इस प्रकार बना «8320 ही 38" का अभीष्ट कोण है, अर्थात्‌ 28»( 


38" का कोण एक न्‍्यून कोण है। आइए अब [6" माप का एक अधिक 


कोण बनाएँ। 
रचना के चरण : 


|, 
2. 


4. 


एक किरण #&8 खींचिए (आकृति [3.2)। 
83 पर चाँदे को इस प्रकार रखिए कि उसका केन्द्र किरण #8 के प्रारंभिक 
बिन्दु & पर पड़े तथा 0-80 रेखा #&8 के अनुदिश रहे। 


चाँदे पर शून्य से प्रारंभ कर॑ |6" वाले चिह्न के सामने कागज पर बिन्दु 
(' अंकित कीजिए। 


चौंदे को हटा कर किरण /#(' खींचिए। 
इस प्रकार बना <8/00' ही 46" का अभीष्ट कोण है, अर्थात्‌ 2880 « 


|67 है। ः कक 





के + है ० ५ पा 
०... ा] हे हि ५ के हे 

अर, १ या 38३४ है] !' 
|. बात न जर्जर (का । 
4+-७%.. आय + ५ 

क्् 


हम 


॥॥॥॥॥॥॥॥|!॥| 


॥ | 


आक्राति ॥3,2 
(3 ६9 0) 


ं । न | | ! हि गे ५ | 


प्रश्नांव्ली) ॥3.॥ 

[, निम्नलिखित समय पर घड़ी की सुइयों द्वार निर्मित छोटे कोणों की माप ज्ञात 
कीजिए और चौंदे द्वारा इन कोणों की रचना कीजिए; 
(४) 3 बजे (७) ! बजे (०) 8 बजे 

2, चौँंदे का प्रयोग कर निम्न कोणों की रचना कीजिए; 

45०, 67". 00, 79", 92० 

3, चौंदे की सहायता से एक समकोण ७8८ खींचिए । इसके अभ्यंतर में एक बिन्दु 
0 अंकित कीजिए। किरण छ खींचिए ओर मापन द्वारा जाँच कीजिए कि 
८४870 तथा 7080 पूरक कोण हैं। 

4, आकृति ।3.30) व 07) में दिखाए अनुसार दो किरणें 8 व (3) खींचिए। चौंदे 
का प्रयोग कर ७8 व (!) को एक भुजा मानते हुए क्रमशः 5" व 38" के 
कोणों की रचना कीजिए। 
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() () 
आकृति /3.3 


3.3 पटरी और सेट-स्क्‍्वेयर द्वारा रचनाएँ 
हम अब कुछ रचनाएँ पटरी एवं सेट-स्क्वेयंर द्वारा करना सीखेंगे। 


+. एक वी हुई रेखा पर लम्ब रखा खींचना 

याद कीजिए कि दो रेखाएँ एक दूसरे पर लम्ब कहलाती हैं. यदि उनके द्वारा 
निर्मित कोण की माप 90" हो। संकेत '_[' लम्ब रेखा दर्शाने के लिए प्रयोग किया 
जाता है। हम एक दी हुई रेखा पर एक निर्धारित बिनु से होकर जाने वाली लम्ब 
रेखा खींचेंगे! इसके लिए दो स्थितियाँ हैं ; 

() जब निर्धारित बिन्दु दी गई रेखा पर स्थित है। 

() जब निर्धारित बिछु दी गई रेखा पर स्थित नहीं हैं। 
(/ वी हुईं रेखा, पर स्थित एका बिन्दु से उस रेखा यर लम्ब खींचना 


१3(/) ॥णह[ 


दिया है ; एक रेखा / तथा उस पर स्थित एक बिन्दु & 
रचना करनी हो; एक रेखा की जो / पर लम्ब है तथा & से होकर जाती है। 
रचना के चरण: 


!. पंटरी को रेखा पर इस प्रकार रखिए कि उसका एक लम्बा किनाश रेखा के 
अनुदिश रहे [आकृति 3,40)]। 

2, पटरी को स्थिर रखते हुए, सेट-स्कवेयर ()२ को इस प्रकार रखिए कि इसके 
समकोण 7? की एक भुजा पटरी के संपर्क में रहे। 


3. सेट-स्क्वेयर को पटरी के किनारे के अनुदिश इस प्रकार सरकाइए कि बिन्दु ९, 
बिन्दु & के संपाती हो जाए [आकृति 3.40॥)]। 
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सधनाएँ 26 





,धी) 
आक्राति /3,4 


4. इस स्थिति में, सेट-स्क्वेयर को स्थिर रखते हुए, नुकीली पेंसिल द्वारा उसके 
किनारे ?() के अनुदिश रेखा ४38 खींचिए। 


रेखा ७8 ही रेखा /पर अभीष्ट लम्ब रेखा है आकृति 3.4 (॥)]! 
(8) दी हुई रेखा पर स्थित न होने वाले बिन्दु से इस रेखा पर लम्ब 
खींचना 
दिया है ; एक रेखा / तथा एक बिन्दु & जो / पर स्थित नहीं है। 


रचना करनी है ;: एक रेखा की जो / पर लम्ब है तथा & से होकर जाती 
है। 


न 
| 





() आकृति ॥3.5 


१0१? गणित 


3 0॥]॥7॥॥ | 00077 । 


ब् | । 





6) 
आक़ति ॥3.5 
रचना के चरण: 


[. किसी एक सेट-स्क्वेयर को इस. प्रकार रखिए कि उसके समकोण 7 का 
एक किनारा एर रेखा । के अनुदिश रहे [आकृति 3.50)]। 

2. अब सेट-स्क्वेयर को स्थिर रखते हुए, एक पटरी समकोण के सम्मुख 
किनारे के अनुदिश रखिए। 

3, पटरी को स्थिर रखते हुए, सेट-स्क्वेयर को पटरी के अनुदिश इस प्रकार 
सरकाइए कि उसका दूसरा किनारा /() दिए हुए बिन्दु & से होकर जाए 
[आकृति ॥3.5(॥)|]। 


4. सेट-स्क्वेयर के किनारे 7() के अनुदिश रेखा «8 खींचिए। 
इस प्रकार प्राप्त रेखा 58 ही अभीष्ट रेखा हैं जो / पर लम्ब है तथा उस पर न 
स्थित बिन्दु & से होकर जाती है [आकृति 3.50॥)]। 
!, एक दी हुई रेखा के समातर रेखा साचिना 
दी हुई किसी रेखा के समान्तर रेखा खींचने के लिए, हम निम्म दो स्थितियों 
पर विचार करते हैं: 


() समांतर रेखा एक दिए हुए बिन्दु स होकर जाती हैं जो रेखा पर स्थित नहीं 
है। 


(॥) समांतर रेखा दी हुई रेखा से एक निश्चित दूरी पर स्थित है। 


() एक दी हुई रेखा के समांतर और इस रेखा पर न स्थित एक दिए हुए 
बिन्दु से होकर जाने वाली रेखा की रचना करना 


दिया है; एक रेखा ॥# तथा एक बिन्दु & जो ॥ पर स्थित नहीं है। 


रबना करनी हैः एक रेखा की जो # के सपमाम्तर है और बिचु & से होकर 
जाती है। 


रचना को चरण: 


।. एक सेट-स्कवेयर को रेखा ॥ पर इस प्रकार रखिए कि उसके समकोण की एक 
भुजा (किनारा) ॥ के अनुदिश रहे [आकृति 3.6॥)|! 


2, सेट-स्क्वेयर को स्थिर रखते हुए, एक पटरी को समकोण की दूसरी भुजा के 
अनुदिश रखिए। 


3, पटरी को स्थिर रखते हुए, सेट-स्कवेयर को पटरी के अनुदिश इस प्रकार सरकाइए 
कि समकोण की पहली भुजा बिचु & से होकर जाए। 


4, सेट-स्क्वेयर को इस स्थिति में स्थिर रखते हुए, समकोण की पहली भुजा के 
अनुदिश रेखा / (७3) खींचिए [आकृति 3.60॥)|। 


इस प्रकार प्राप्त रेखा / ही अभीष्ट रेखा है [आकृति [3.608)]। 
() एक दी हुई रेखा के समांवर व इससे एक दी गई दूर पर 
रेखा की रचना करना। 


हक गसपमित 
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अपक्राति /.3,6 


एहलोत 


विया है; एक रेखा / तथा एक दुरी (माना 4 सेमी.) 


रचना करनी हैं : एक रेखा की जो रेखा ! के म््तांतर है तथा उससे 4 
सेमी. को दूरी पर स्थित है। 


रचना के चरण: 


[. 


/) 


रेखा /के अनुदिश एक पटरी रखिए तथा /यर एक बिन्दु & अंकित कीजिए। 


एक सेट-स्क्वेयर क॑ समकोण के एक किनारे (भुजा) को / के अनुदिश रखते 
हुए, सेट-स्क्वेयर को पटरी के साथ रखिए। सेट -स्क्वेयर को पटरी के अनुदिश 
इस प्रकार सरकाइए कि समकोण की दूसरी भुजा बिु & से होकर जाए। इस 
भुजा के अनुदिश एक रेखा ॥ खींचिए। यह रेखा #_। बिखु & से होकर जाती 
है तथा / पर लम्ब है [आकृति [3.70)|। 


पटरी को सहायता से # पर एक बिखु 8 इस प्रकार अंकित कीजिए कि 
४35०4 सेमी हो। 


अब चरण 2 का अनुगमन करते हुए, रेखा ॥7 पर लम्ब तथा 8 मे होकर जाने 
वाली रेखा ॥# की रचना कीजिए [आकृति 3.70॥॥|। 


इस प्रकार प्राप्त रेखा # ही अभीष्ट रेखा है जो / के समांतर हैं तथा इससे 
4 सेमी की दूरी पर स्थित है [आकृति 43.70॥)|। 





0 जाए 


का 
0 यतपुरलु जूते | १ पा | 





हैँ 
गई 46 3-4. 4७ कु.'-रन्‍य केनन आड 3. भा ४ 2, 4 १.३७ कीयि-वेतमी ना. क-ताव..... ॥ आभककीनकनेटआ..... कुकणगगाीकनसीग- कक... ०.“ पजे. ७७. कण #-3 नही 44++/ -॥ क. (७... न: ॥.-१ ऋण्मगा अमन ने. छान 3 जाम | का ओ.. जुताँए है|... ॥ | ॥ह.-पंकपओौ>पो आओ. आक आर +पी। नया अमान ओर 2-2 क्रो-आ-अक "ज0० आज पीडगी+जीएं १४३० ०आा त्ञ्श्जो [ | 


थ| पेपी 


रू -ह-+जारी 3.0ल्‍-8:2.-4. आक _|ैवा | ७“ डी की/४- १३ पंधआा- मे कि ०7 ४ ५ ७ वे । टेप का वा 3आ तक “जीव ७.0 हक +क-+ त+ कए व प्रणारे छा हि 8 8 का ३ 0 5 का मा. 28 4 229. . आशा 33०4. सके -+ न नमे फल हक 3० न परिनधपलक अमुन-म-३-> पक कक टेक | 


४ 


(॥) 
आकृति 73.7 


69 69 ४9 


प्रश्नावली ॥3.2 


।,. एक रेखा &8 खींचिए और उस पर एक बिन्दु (' अंकित कीजिए। सेट-स्क्वेयर 
की सहायता से उस पर एक लम्ब (७ खींचिए । चाँदे की सहायता से जाँच 
कीजिए कि “2&()0 « 90" है। 


2. एक रेखा 72 खींचिए और इस रेखा पर न स्थित एक बिन्दु & अंकित कीजिए। 
सेट-स्क्वेयर के प्रयोग द्वारा बिचु ७ से इस रेखा 08 पर एक लम्ब की रचना 
कीजिए। 


3, एक रेखा 88 खींचिए और इसके दोनों ओर दो बिच्चु (! व # अंकित कीजिए। 


इन का 


सेट-स्क्वेयर द्वारा (' से होकर जाने वाली तथा #8 के समांतर रेखा (॥) और 
0 से होकर जाने वाली तथा 68 के समांतर रेखा पर खींचिए। 

4. एक रेखा 898 खींचिए तथा इस पर दो बिन्दु ८" व 0) अंकित कीजिए। 
सेट-स्क्वेयर के प्रयोग द्वारा (! पर रेखा (7 | #8 तथा 9) पर रेखा 700 
| 883 खींचिए। क्‍या आप कह सकते हैं कि रेखाएँ (व ]00 समान्तर हैं? 

5. सेट-स्क्वेयर की सहायता से एक दी हुई रेखा &8 के समास्तर तथा इससे 3 


सेमी की दूरी पर स्थित एक रेखा (9) खींचिए। इस प्रकार की आप कितनी 
रेखाएँ खींच सकते हैं? 


3.4 चूत्तं 


आइए हम वुंत्त के बारे में कुछ मूलभूत अवधारणाओं को समझने का यल 
करें, जिन्हें हम अपनी अगली रचनाओं में प्रयोग करेंगे! हम अपने चारों ओर जिन 
ज्यामितीय आकृत्तियों को देखते हैं, बृत्त उनमें सर्वाधिक परिचित एवं आकर्षक आकृति 
है। सार्वजनिक भवनों, प्राकृतिक दृश्यावली, उपबन आदि में इस आकृति का अत्याधिक 
प्रयोग होता है। अनेकों घरेलू उपकरणों, खिलोनों, यातायात के साधनों (वाहनों), घड़ी 
आदि आधुनिक यंत्रों के मुल में यही आकर्षक आकृति हैं। यहाँ हम वृत्त के कुछ 
अत्याधिक प्रयोगों की जानकारी प्राप्त करेंगे। 
आप जानते हैं कि परकार का प्रयोग कर किस प्रकार एक वृत्त खींचा जाता 
है। अपनी अभ्यास पुस्तिका के पन्ने पर एक बिन्दु 0 अंकित कौजिए। अब परकार 
का धातु वाला सिरा इस बिझ;दु 0 पर स्थिर रखकर पेंसिल वाले सिरे को चारों ओर 
तब तक घुमाइए जब तक कि पेंसिल को नोक अपने आरंभ के बिंदु, मान लीजिए, 
४ पर वापस न आ जाए (आकृति 3.8)| हू 
शक 





१6% गशित्त 


इस प्रकार प्राप्त आकृति को कृत्त ((#प्वए) कहते हैं। आकृति 3.8 म॑ हम 
देखते हैँ कि स्थिर बिखु () तथा परकार की पेंसिल की नोक के बीच की दूरी 
सदा वही (अचर) रहती है। इस प्रकार वृत्त तल में बनी वह बंद आकृति हैँ जा 
हल को उन सभी बिचुओं से मिल कर बनी हैं जो तल में स्थित एका स्थिर किन्द 
से अचर दूरी पर हैं। यह स्थिर बिन्दु वृत्त का केन्द्र #शा#2) तथा अचर दूरी बृत्त 
की त्रिन्या (धदं॥७) कहलाती है। आकृति ॥3.8 में 0 वृत्त का केन्द्र तथा लम्बाई 
(00% वृत्त की त्रिज्या है। 


3,4.] वृत्त की त्रिज्याएँ क्‍ 
श्रिज्या शब्द न केवल एक दूरी के लिए प्रयोग 
किया जाता है बल्कि केन्द्र को चृत्त के किसी भी बिन्दु (2 
से मिलाने वाले रेखाखंड के लिए भी त्रिज्या शब्द ही 
प्रयोग किया जाता है। इस प्रकार यदि #, 3, :. ४ आदि 
केन्द्र ("वाले बत्त पर स्थित बिखु हैं तो (४, (१3, (५5, / 
(59, आदि सभी रेखाखंड वत्त की त्िज्याएँ हैं। इस प्रकार 
हम एक वृत्त की अंसख्य त्रिज्याएँ खींच सकते हैं। यदि 
हम इन त्रिज्याओं की लम्बाइयों ज्ञात करें, तो हम पाएँगे 
कि सभी की लम्बाई समान है। इस प्रकार (४-८ ("४ 
(0 ८ ("३ 5 / सेमी, (मान लीजिए) .है। दूसरे शब्दीं में, 
वृत्त की सभी ब़िज्याएँ बराबर होती हैं। आक्वतति /3.9 


3.,4.2 जया 


आकृति |3,00 में हम जिज्या &(' को 
बढ़ाते हुए बृत्त के बिन्दु [) तक ले जाते है।।. 
रेखाखंड ४) को वृत्त का व्यास (धींताए।टा2।'/ 
कहते हैं। इस प्रकार, कोई थी रेखाखंड ७0 जो 
वृत्त की केद्र 0" में होकर जावा हैं तथा जिसको. ० / 
अन्त बिचु & व 0 चृत् पर स्थित हों वृत्त का 
व्यास कहलाता है। ("७ व #70 को मापिए। हम 
पते हैं कि ४90 5 20% है, अर्थात्‌ वृत्त के 
व्यास का लम्बाई उसकी त्रिज्या को दुगुनी आकृति 43.0 
होती है। एक चृत्त में हम कितने व्यास खींच 


त॑ "२४ ै[फ्ल) 


सकते हैं? हम जितने चाहें उतने व्यास खींच सकते 
हैं। इस स्थिति को यह कह कर व्यक्त किया 
जाता है कि एक वृत्त के असंख्य व्यास होते हैं। 


3.4.3 जीवा छ 

वृत्त पर स्थित किन्‍हीं दो बिचुओं एवं 0 ड 2७७6 
को जोड़ने वाला रेखाखंड वृत्त की जीवा (#४०7) 
कहलाता है (आकृति ॥3.,।)॥ कया हम कह' सकते 
हैं कि वृत्त का व्यास भी एक जीवा है? हाँ। बस्तुत: 
केद्र से होकर जाने वाली जीवा ही वृत्त का #।स .. 
होती है ओर सबसे बड़ी लम्बाई की जीवा होती है। आक़ाति 43,77 





3,4,.4 सीणि लेक्ष चाप ५ 
यदि हम वृत्त पर दो बिन्दु एव 0 लें, ह 
तो ये बिन्दु वृत्त को दो भागों में विभाजित करते 
हैं। सामान्यतः: ये दो भाग बराबर नहीं हाते 
(आकृति 3.2 )। छोटा भाग लघु चाप /(मापा007८/ 
कहलाता है तथा बडे भाग को दीर्घ चाप 
॥धां/०72) कहते हैं। " आकृति 3.2 में बिन्दु ? हि 2 
व 0 दोनों चापों में उभयनिष्ठ हैं। अतः दोनों आकृति ॥3,॥2 
चापों में भेद करने के लिए, हम इन दोनों चापों 
पर एक-एक बिन्दु और अंकित करते हैं। 


इस प्रकार आकृति 43.2 मेँ लध्चु चाप को 
संकेत 7४0 से दर्शाते हैं तथा दीर्घ चाप को 
?९0 से दर्शाते हैं। हम इन्हें क्रमशः लघु चाप 
९0 व दीर्घ चाप 70 भी लिखते हैं। जिस अवस्था 7 ०) 
में ? व 0 बृत्त को दो बराबर भागों में बॉँटते 
हैं, अर्थात जब दोनों चाप बराबर होते हैं, तो 
प्रशक्त चाप को एक अधवित्त (#0##४272४/ कहते 
हैं (आकृति 3.3)। 





आकरति 73, /3 
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3.4.5 लूस का अध्यंतर तथा जप्ठचिभांग 


एक वृत्त पर विचार कीजिए जिसका केन्द्र 0 तथा त्रिज्या / सेंमी. है। वृत्त 
तल को तीन भागों में विभाजित करता है 


() 


() 


(॥) 


तल का वह भाग जिसमें ? जैसे 
सभी बिन्दु हैं जो वत्ते से घिरे 
हुए हैं। यह भाग वृत्त का अभ्यंतर 
(उपटलज' शीट (४९) (आकृति 
[3,4) कहलाता है। ध्यान दीजिए 
कि वृत्त के अभ्यतर में स्थित 
प्रत्येक बिचु ? के लिए 07</ 
सेमी है। 


तल का वह भाग जिसमें २ जैसे 
सभी बिन्दु हैं जो बृत्त पर स्थित 
हैं (आकृत्ति 3,5)। ध्यान दीजिए 
कि चृत्त पर स्थित सभी बिन्दुओं 
३२ के लिए (॥२ -/ सेमी है। 


तल का वह भाग जिसमें 0 
जैसे सभी बिन्दु स्थित हैं जो वृत्त 
से घिरे हुए नहीं हैं. (आकृति 
3.6)! यह भाग वृत्त का 
बहिभाग कहलाता है। आकृति 
में छायांकित भाग वृत्त का बहिर्भाग 
है। ध्यान दीजिए कि बहिर्भाग में 
स्थित प्रत्येक बिन्दु 0) के लिए 
(000 >»/ सेमी है। 





आकाति 3.74 


का | आंत! । आओ कु 
मी की 


बॉ ो 


४ ८ +करेरे हा बा 


आक्रति 73, 75 


च ० 


आकृति 73, /8 


४८५) 7] 
33.4.6 वृत्तीय क्षेत्र हम 
वृत्त तथा बृत्त के अभ्यंतर को मिला है भर 
कर बनने वाले क्षेत्र को वृत्तीय क्षेत्र ! । 
(विशटएातधा' +टट्टांएफ / कहते हैं। आकृति 3.7 ५ (0 ; 
में वृत्त सहित छायांकित भाग केन्द्र 0 वाले हे हि 
वृत्त का वृत्तीय क्षेत्र दर्शाता है। ध्यान दीजिए हम 
कि वृत्तीय क्षेत्र में स्थित प्रत्येक बिन्दु ? के 
है वृत्तीय क्षेत्र 
लिए 07 <# सेमी है। पर 
आक्षाति 73.77 
' ही के ७ 


प्रश्गाचली १3.3 


॥६,. 0 एक वृत्त खींचिए जिसका केद्ध 0" हो तथा त्रिज्या 2 सेमी हो। 

2, एक ही कन्द्र (! तथा 4 सेमी व 2.5 सेमी त्रिज्याओं वाले दो वत्त खींचिए। 
[टिप्पणी; एक ही केन्द्र वाले वृत्त स॑ंकन्द्रीय बृत्त (८०/22/0770 ८7८४25) 
कहलाते हैं।] 

3, तीन वृत्त खींचिए जिनके केन्द्र एक ही हों, परन्तु त्रिज्याएँ भिन्‍न हों। 

4, किसी भी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए। इसके दो व्यास &(! और छा? खींचिए 
जो एक दूसरे पर लम्ब हों। रेखाखंडों 88, 30, (४0 व 706 को मिलाइए। आकृति 
&3(॥) किस प्रकार की आकृती है? 

5, 3 सेमी त्रिज्या व केन्द्र (' वाला एक वृत्त खींचिए। इसके सापेक्ष तीन बिन्दु | 
0) व 7 इस प्रकार अंकित कीजिए कि () 7? वृत्त पर स्थित हो, () (0 वृत्त 
के अभ्यंतर में स्थित हो तथा (॥)7२ बृत्त के बहिर्भाग में स्थित हों। 

6, एक वृत्त का व्यास 2 सेमी है। इसकी त्रिज्या क्या होगी? 

7, एक वृत्त की त्रिज्या 5 सेमी है। इसका व्यास क्यो होगा ? 

8, केन्द्र 0 बाला (त्रिज्या कुछ भी हो) एक वृत्त खींचिए। इसके अभ्य॑तर में दो 
बिन्दु 0, व ए, अंकित कीजिए तथा रेखाखंड ?, ९, खींचिए। क्‍या रेखाखंड 
7, 7, पर स्थित सभी बिन्दु वृत्त के अभ्यंतर में स्थित हैं ? 


0372 गणित 

9, किसी त्िज्या व केन्द्र 0) वाला एक बत्त खींचिए। इसके वृत्तीय क्षेत्र को छायांकित 
कोजिए। द क्‍ 

[0, मिम्म कथनों को सत्य बनाने के लिए, रिक्त स्थामों में उचित पूर्ति कीजिए: 
(४) वृत्त की जीवा वह रेखाखंड है जिसके अन्त बिन्चु, ४->---। 
(७) वत्त की त्रिज्या वह रेखाखंड है जिसका एक अन्त बिन्दु ----- ओर दूसरा 

अन्त बिल्ु------। 

(८। ध्यास घृत्त की वह जीवा है जो केन्द्र >->>«3>>-“« | 


(0) वृत्त की जीवा के अन्त बिन्दु वृत्त को दो भागों में विभाजित करते हैं जहाँ 
प्रत्येक भाग वृत्त को ------- कहलाता है। 


[, केन्द्र 0 व 5 सेमी त्रिण्या वाला एक वृत्त खींचिए। बुत्त की एक जीवा #»३ 
खींचिए। वृत्त के लघु चाप व दीर्थध चाप देशहिए। 


[2. दो संकेन्द्रीय बुत्त बनाइए जिनकी न्रिण्याएँ क्रमश: 2 सेमी व 5 सेमी हैं। 2 सेमी 
प्रिज्या वाले वृत्त के बहिभाग में केन्द्र से 3 सेमी की दूरी पर एक बिन्चु ! 
अंकित कीजिए। क्‍या बिन्दु ?, 4 सेमी त्रिज्या वाले वृत्त के अभ्यंतर में स्थित 
हे? 


!3.5 पटरी वे परकार से रचनाएँ 


अब हम केवल पटरी व परकार की सहायता से रेखाओं और कोणों से 
संबंधित कुछ रचनाएँ करेंगे। 


6. एक रखसाख्ंड को लम्ब समरद्रिशाजक की रचना करना 
दिया है : एक रेखाखंड शाप 

रचना करनी है; (४ के लाब समद्विभाजक की। 

रचना के चरण : 


, / को केन्द्र माने कर तथा शाप की लम्बाई के आधे से अधिक की 
त्रिज्य लेकर एक चाप खींचिए। 


2. )॥ को केन्द्र मानते हुए, उसी त्रिज्या को लेकर एक भम्य चाप खींचिए 
जो पहले चाप को बिन्दुओं 7 व () पर काठता है। 


इतना 273 


3. 7? को जोड़िए, मान लीजिए - 
'ाए को (0 पर कातठता है। 


तब ?(0 ही रेखाखंड |शार का लम्ब समद्विभाजक 
है (आकृति 3.8)। 


७७७४७ ् 


आक्रति /3. 78 


सत्यापन ४ 2२00 को मापिए। आप देखेंगे कि यह कोण समकोण है। इसी 
प्रकार, मापने पर ज्ञात होता है क्रि ४0 > 0! है। 


अतः ?(, शार का लम्ब समद्विभाजक है। 
कया उपरोक्त विधि का, एक दिए हुए रेखाखंड को समद्विभाजित करने में 
प्रयोग किया जा सकता है। यदि हाँ, तो रचना के चरण लिखिए। 
रा 


प्रश्नावली १3.4 


६,. 5 सेमी लम्बाई का एक रेखाखंड खींचिएं। इस रेखाखंड के लम्ब समद्विभाजक 
की रचना कीजिए। 


2, 3 सेमी त्रिज्या वाला एक वृत्त खींचिएु जिसका केन्द्र (! हो। एक जीवा &58 
लीजिए। अब &8 का लम्ब समद्विभाजक खींचिए। क्‍या यह वृत्त के केन्द्र (' 
से होकर जाता है? 


3, 2? सेमी त्रिज्या वाले वृत्त की रचना कीजिए। इस वृत्त का एक व्यास ९५ 
लीजिए। अब रेखाखंड 70 का लम्ब समद्विभाजक खींचिए। क्‍या यह बृत के 
केन्द्र से होकर जाता है? 


गय]) गाँहता 


4, किसी भी तिज्या का एक वृत्त खींचिए। चृत्त में दो जीवाएँ ४8 व (१) इस 
प्रकार लीजिए कि थे समांतर न हों। अब &3 व (१) के लम्ब समद्विभाजक 
खीचिए। ये किस बिद्यु पर मिलते हैं? 


5, एक रेखाखंड 493 लीजिए तथा वह रेखाखंड खींचिए जिस की लम्बाई निम्न होः 
() २ हि (] ; कै 
॥: एक दिय हुए कोण के बराबर कोण की रचना करना 
दिया हैँ; एक कोण मान लीजिए /& | आकृति 3-90)॥ 
रचना करनी हैं : एक कोण की जो /# के बराबर हो। 
रचना के चरण: 
।, एक किरण ए३ खींचिए [ आकृति 43.90॥)]| 


2, /# को केन्द्र मान कर किसी उचित प्रिज्या का चाप खींचिए जो ८& 
की भुजाओं को क्रमशः 70व & पर काटता है [ आकृति 3.90)]। 


3, ?को केन्द्र मान कर चरण 2 में ली गई त्रिज्या से एक चाप खींचिए 
जो किरण #(९ को बिन्दु $ पर काटे। 





आक्राति ॥3, 79 


4, $ को केन्द्र मान कर तथा ])8 के बराबर त्रिज्या लेकर, एक चाप 
खींचिए जो चरण 3 के चाप को (0 पर काटे। 


5, ?( को जोड़िए और बढ़ा कर किरण ' बनाइए। 


जी न 


इस प्रकार बना. कोण “एण्र्या /? ही अभीष्ट कोण है। 
सत्यापन; मापन द्वारा हम देखते हैं कि 
८.0 - ४ / है। 
]्‌ः एक कोण का समद्विभाजन करना 
दिया है। एक कोण “8७0 । 
रचना करनी है; ८880 के समद्ठिभाजक की। 
रचना के चरण: 


!, कोण के शीर्ष # को केन्द्र मान कर तथा एक उचित त्रिज्या लेकर, एक 
जीप खींचिए जो भुजा &8 को ?ए व भुजा 80! को 0 पर काटता 
है (आकति 3.20)। 


2, 7 को केन्द्र मान कर व 7 ?() से अधिक की त्रिज्या लेकर एक चाप 
खीचिए। द 


3, 0 को केंद्र मान कर तथा चरण 2 
वाली ही त्रिज्या लेकर एक चाप 


थे 
खींचिए, जो चरण 2 में खींचे गए री 
चाप को बिन्दु |/ पर काटता है। हे 
त॒ ५ ४ 2 
4. | को मिलाइए तथा बढ़ा कर 7 2९ 
किरण &!प बनाइए। नाई, 
तब किरण #प ही ८880 का समद्विभाजक है विश कि 
(आकृति 3.20)। 8 7 फिी एफ 
आकृति 7320 


सत्यापन: मापन द्वारा हम देखते हैं कि 
८88५ - / ४५९ 


776 गणित 


7७ 6७ के कोण की रचना करना 
रचना के चरण: 
|. एक्र किरण ()& खींचिए (आकृति 3. 2।) 
2, () को कंन्द्र मान कर व उचित त्रिज्या ता एक 
जो ()& को [, पर काटे। 
3, [, को केन्द्र मान कर तथा 0). त्रिज्या | 
लेकर एक चाप खींचिए जो [४ 






को ४ पर काटे। ह 7 
ह हे 
4, ()व ३ को जोडिए और किरण ()8 
बनाहए। 
आकृति /3.2/ 


इस प्रकार बना कोण “.#&098 ही 60" का अभीष्ट कोण है। 
सत्यापन ; मापन द्वारा हम देखते हैं कि ८#»08 -> 60 है। 
€ उ७ क॑ काण की रचना करना 


] है 
ध्यान दीजिए कि 30" < 70" है। इस प्रकार, यदि हम पहले [५ की 


तरह 60" का कोण बना लें तथा उपरोक्त रचना पा की तरह इस कोण का 
समद्विभाजक खींच लें, तो हमें 3)" का कोण प्राप्त हो जाएगा । इस प्रकार, 30 
के कोण की रचना के लिए हम निप्नलिखित प्रक्रिया अपनाते हैं। 


रचना को चरण /£ क्‍ 
). एक कोण &098 > (()" बनाइए। 
2. 0को केन्द्र मान कर तथा एक उचित त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए 
जो 0& को !, पर तथा 08 को श पर काटे (आकृति 3.22)। 


3. [., को केन्द्र मान कर तथा व [.। से अधिक की त्रिज्या लेकर एक 
चाप खींचिए। ह 


4,  श को केन्द्र मान कर तथा चरण 3 में ली गई त्रिज्या से ही एक चाप 
खींचिए जो चरण 3 में खींसे शए चाप को ? पर काटे। 


ईतितत /// 


5. (0 व 7? को जोड़ते हुए किरण 00! खींचिए। 


तब 00 कोण «४098 को समद्विभाजित करती है 
और इसलिए ८/.#(0(5 ३0" है। 





४7, 97 माय वाले, कांण की सचमा करना 
रचा के चरण: 


], एक किरण 0/ खीँचिए। 

2, 0को केन्द्र मान कर तथा एक 
उचित भत़िज्या लेकर एक चाप ४ ६ 
खींचिए जो 0& को [, पर काटे ' 
(आकृति 3,23) 

3, अब [, को कंनद्र तथा 0. के 
बराबर त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए 
जो [| को 7? यर काटे। 

4. 7? को केन्द्र मान कर तथा 0. 
त्रिज्य लेकर एक चाप खींचिए 'जो आक़ाति ॥3,23 
चाप ५७ को (0) पर काटे 

5, ,0व ? को मिलाते हुए किरण 08 खींचाए और 0 व 0 को मिलाते 
हुए किरण 00 खींचए। हम देखते हैं कि ८»098 > ८800 60" 
है। 

6. रचना ह[त की विधि से किरण 090 खींचिए जो ८80(' का 
समद्विभाजक हो। 
इस प्रकार बना 2.७0 ही 90" का अभीष्ट कोण है। 

' ध्यान दीजिए कि 90" का कोण हम किसी ऋजु कोण का समद्विभाजन कर 

के भी प्राप्त कर सकते. हैं। समद्विभाजक खींचने की विधि का प्रयोग कर हम 





बठणन्‍ 7 « 90" का कोण भी खींच सकते हैं! 
ा द .. #क0&' 


०) / 0 


| 


ग ' 
है ही व हक 
8 हा अका< 5 कफ 


पी धिओ। 


प्रश्नाचली 3.%5 


आकृति |3.24 में बने “४80 के बराबर कोण की रचना कीजिए। 






गई 
2] 
७० &+8 “+ है >हैमग न 4 फ्रताज पा यता औ आआ..... 2.4 2. परे “पूपु क्र 


आकाति 3,24 आकराति' 73,225 


2. आकृति 3.25 में दो कोण &80 व क्र दिए है। एक कोण 03४ खींचिए 


रो 


जो “क्र के बराबर हो तथा छेए व ३0 भुजा 88 के दो विपरीत पक्षों 
में हों। 

[टिप्पणी ; इस अवस्था में हम कहते हैं कि ८78९! « ८.0830 + ८78 
है, अर्थात्‌ ८?80 कोणों 80: व 79%7 का योग है।] 

आकृति [3.26 में, ८»80' > ८0087 है। कोण ८0छए के बराबर ८98» 
इस प्रकार बनाइए कि भुजाएँ छ? व ४७0" भुजा 88 के एक ही पक्ष में रहें। 


ह 2 अुबल ३ जि का 


आकराति 73.26 
[टिप्पणी ; इस अवस्था में हम कहते हैं कि ८7980 - ८ #3८ -/ एाए है, 
अर्थात्‌ “780 कोणों &380' ओर शऋ का अंवर है।] 
दो समान कोण खींचिए तथा उन्हें क्रमश; ८7? व /() नाम दीजिए। अब ८0 
के बराबर एक कोण खींचिए तथा इसे ८ए नाम दीजिए। क्‍या ८? व ८? 
बराबर हें? 
एक कोण खींचिंए ओर इसे ८“रश>2 नाम दीजिए। अब' एक कोण ८«#४8(' 


(0). 


[. 


९१ ॥ १ 77५ 
की रचना इस प्रकार कीजिए कि ८&98(' 5 2 2 एश्ए हो। 


एक कोण ८.७?8 दिया है। क्‍या आप ८४70 की रचना कर सकतें हैं ताकि 
८.४०() > 3 ८ #9?8 हो? यदि हाँ, तो ८४790 की रचना कीजिए। 


एक कोण बनाइए तथां इसे ८8/४0(: नाम दीजिए। अब एक किरण ४६ इस 
प्रकार खींचाए कि ८,88४ « ८ 5४/(0 हो। भापन द्वारा इसकी सत्यता की जाँच 
कीजिए। 


एक 30" का कोण बनाइए। इसे दो बराबर भागों में विभाजित कीजिए। इस 
प्रकार प्राप्त कोणों को मापिए। 


कोणों का एक रेखिक युग्म बनाइए। दोनों कोणों के समद्विभाजक खींखिए। इस 

हा की सत्यता की जाँच कीजिए कि दोनों समद्विभाजक एक दूसरे पर लम्ब 
! 

शीर्षाभिमुख कोणों का एक युग्म बनाइए। युग्म के प्रत्येक कोण का 

समद्विभांजक खींचिए। इस तथ्य की सत्यता की जाँच कीजिए कि दोनों 

समद्विभाजक एक ही रेखा में हैं। 


पथरी और परकार की सहायता से 5" 45" 75०, [357 व 50" के कोणों 
की रचना कीजिए। 


प्राः एक दिए हुए बिच्ु से एक दी हुई रेखा पर लम्ब खांपना 


यहाँ हम दो स्थितियों पर विचार करेंगे; 

(6). बिखु दी हुई रेखा पर स्थित है। 

6(॥). बिन्दु दी हुई रेखा पर स्थित नहीं है। 

() एक रेखा पर स्थित बिन्दु से रेखा प्र लम्ब खाँचना 

दिया है ; एक रेखा हुए तथा इस पर स्थित एक बिन्दु ?। 

रचना करनी हैँ / ?से होकर जाते हुए रेखा 5ेए पर एक लम्ब की। 


रचना को चरण: 


, 9 को केन्द्र मान कर किसी भी त्रिज्या का एक चाप खींचिए जो #श 


को बिन्दु & व 8 पर काटता है (आकृति 3.27)। 


: 0, & को केन्द्र मान कर तथा 7४ से बड़ी एक त्रिज्या लेकर एक चाप 


30४() गणित 


खींचिए। 


3. 89 को केन्द्र मान कर तथा चरण 2 में ली गई त्रिज्या लेकर एक चाप 
खींचाए जो घरण 2 में खींचे गए चाप को (0पर काठता हे। 


4. 70 को मिला कर बढ़ाइए और रेखा 70 बनाइए। 





आकृति 7927 


इस प्रकार खींची गई रेखा ?0) ही अभीष्ट लम्ब रेखा है। 

सत्यापन : मापन द्वारा हम पाते हैं कि ८078 - 90"है 

(() एक रेखा पर उस बिन्दु से लम्ब खींचना जो इस रेखा पर स्थित नहीं है 
दिया हैँ: एक रेखा ऋए तथा एक बिन्दु जो रेखा पर स्थित नहीं है। 


रचना करनी हें; ?से होकर जाती हुई एक रेखा की जो हक पर लम्ब है। 
रचना के चरण: 


।. ?को केन्द्र मान कर तथा रचित त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो 
रेखा हझश को & व 8पर काट्ता है (आकृति 3.28)। 


2, & को केन्द्र मान कर तथा पर / 2 


से अधिक तजिज्या लेकर एक चाप की आन 
खींचिए | ज्रू क न पशाक्ाा महक 


रे 


आक्ाति 73.28 


3. 9 को केन्द्र मान कर तथा चरण 2 में ली गई त्रिज्या ही लेकर एक 
चाप खींचिए जो चरण 2 में खींचे गए चाप को बिन्दु 0 पर काठता है। 


रतर्तीए 38] 
4. 20 को मिला कर एक रेखा ७९) बनाइए जो #ए को बिन्दु 'प पर 
काटे। 
इस प्रकार बनी रेखा ९0 ही अभीष्ट लम्ब रेखा है। | 
सत्यापन : मापन द्वारा हम देखते हैं कि ८//४४- 9७९ है। 
ध।: समान्तर रेखाओं की रचना 
अब हम सीखेंगे कि एक रेखा के समांतर तथा इसके बाहर दिए हुए एक 
बिसु से होकर जाने वाली रेखा की रचना किस प्रकार की जाती है। 
दिया है; एक रेखा / तथा एक बिन्दु & जो ॥ पर स्थित नहीं है। 
रचना करनी हैं; / के समांतर तथा & से होकर जाने वाली एक रेखा की। 
रचना को चरण: 


], एक बिन्दु 8 रेखा ! पर अंकित करें तथा 8 को # से जोड़ें (आकृति 
3.29 )! 


2, 383 को केन्द्र मान कर एक उचित त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो 
रेखा /को (: पर तथा #छ8 को 9 पर काटे। 


3, अब & को केन्द्र मान कर तथा चरण 2 में ली गई त्रिज्या लेकर चांप 
एए खींचघिए जो &8 को ( पर काटे। ; 


4. परकार की धातु वाली नोक (! पर रख कर परकार को इतना खोलें 
कि पेंसिल बाली नोक बिन्दु 9 पर आ जाए। 


» न ननजननन जननी न नननननननननन++++++>० 


& 5 


2) 


॥|॥॥॥ 
5. अब 0 को केस मान कर तथा चरण 4 में ली गई त्रिज्या (0) पे 
एक चाप खींचिए जो चाप क्रको | पर काटे। 
6. अब &7 को जोड़ते हुए रेखा क बनाइए। 
इस प्रकार प्राप्त रेखा ॥! ही अभीष्ट रेखा है, जो । के समांतर है तथा & 


से होकर जाती है। 
शक 0) ६ 
प्रश्नावली 43.6 
!. एक रेखा 83 खींचिए तथा इस पर एक बिसु (' अंकित कोजिए। पटरी व 


परकार द्वारा 3 पर एक लम्ब रेखा (१) खींघिए। 


एक रेखा !१) खींचिए तथा इस रेखा पर न स्थित एक बिन्दु (२ अंकित कीजिए। 
पटरी व परकार की सहायता से रेखा 7) पर बिन्दु ॥ से एक लम्ब खींचिए 


एक रेखा ऐ४ खींचिए तथा इस पर दो बिखु & व 8 अंकित कौजिए। पटरी 
व परकार द्वार बिझुओं व 8 से होकर जाने वाली दो रेखाएँ | व # खींचिए 
जो (७ पर लम्ब हों। क्‍या रेखाएँ /व ॥# समांतर रेखाएँ हैं? 


एक रेखा ४8 खींचिए। इस पर न स्थित एक बिन्दु (' लीजिए। पटरी व परकार 
का प्रयोग कर के ('से होकर जानें वाली तथा ४83 के समांतर एक रेखा की 
रचना कीजिए। 


कोई एक प्रिभुज 880! बनाइए तथा #8 का मंध्य-बिनु ए) अंकित कीजिए। पटरी 
व परकार के प्रयोग द्वारा 0 से होकर 80 के समांतर एक रेखा खींचिए जो 8८: 
को 8 पर मिलती है। ॥8वं ४ को मरापिए। क्‍या थे दोनों बराबर हैं? 


५ थी 
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फनमाक. 


, अनेक ज्यामितीय रचनाएँ पटरी, सेट-स्क्वेयर, सौंदे एवं परकार द्वारा संपन्न की 

जा सकती हैं। 

2. वृत्त तल में स्थित वह आकृति है जो तल के उन सभी बिन्दुओं से बनी है 
जो एक स्थिर बिन्दु से एक अचर दूरी पर स्थित होते हैं। स्थिर बिन्दु. को 
वृत्त का कद्ध तथा अचर दूरी को#चबृत्त की त़रिज्या कहते हैं। 

3. उस रेखा्खंड को भी, जिसका एक अंत बिन्दु वृत्त के केन्द्र पर हो और दूसरा 
वृत्त पर, वृत्त की त्रिज्या कहते हैं। इस अर्थ में, एक वृत्त की असंख्य त्रिज्याएँ 
हो सकती हैं। 

4. वृत्त की सभी त्रिज्याएँ बराबर होती हैं। 

5. ऐसा रेखाखंड जो बृत्त के केन्द्र में से होकर जाए और जिसके अंत बिन्दु 
वृत्त पर स्थित हों, बत्त का व्यास कहलाता है। ह 

6. व्यास ८ 2: (ऋ्रिण्या) 

7. एक वृत्त तल को तीन भागों में विभाजित करता हैः वृत्त का अर्भ्य॑तर, वृत्त 
का ब्रहिभागा एवं वृत्त स्वय॑। 

8, वत्त के अभ्यंतर और चृत्त को मिलाकर कृत्तीय क्षेत्र कहते हैं। 

9, 0 केन्द्र वाले वत्त के अभ्यंतर में स्थित प्रत्येक बिन्दु ? के लिए 07< वृत्त 
की त्रिज्या », बहिर्भाग में स्थित प्रत्येक बिनु 0) के लिए 00)>/# तथा वृत्त 
पर स्थित प्रत्येक बिन्दु ॥ के लिए 08</ होता है। 

[0, जिस रेखाखंड के अंत बिन्दु वृत्त पर स्थित हों उसे वृत्त की जीवा कहते 
हैं। 

]. व्याप्त वृत्त की सबंसे लम्बी जीवा होती है। 

2. वृत्त के दो बिझु उसे दो भागों में बॉट देते हैं। इनमें से प्रत्येक भाग को 
एक चाप कहते हैं। सामान्यतः एक भाग दूसरे से बड़ा होता हैं। बड़े भाग 
को दीर्घ चाय तथा छोटे भाग को लघु चाए कहते हैं) यदि दोनों भाग 
बराबर हों, तो प्रत्येक भाग को एक अधविृित्त कहते हैं। 

3, एक ही केन्द्र वाले वृत्तों को संकेन्द्रीय वृत्त कहते हैं। 


'004 गणित 


अतीत के झरोखे से 


'ज्यामिति' अर्थात्‌ 'जिओमिटरी' (00"7०79) ग्रीक भाषा के दो शब्दों (060' 
जिसका अर्थ है 'भूमि' और 'श/००ण' जिसका अर्थ है 'मापन' से मिल कर बना 
है। इस प्रकार मूल रूप में ज्यामिति का अर्थ भूमि को मापने से है। प्राचीन मिम्र 
के लोगों को नील नदी में आने वाली वार्षिक बाढ़ के कारण अपनी भूमि का 
लेखा-जोखा रखना कठिन हो जाता था। भूमि का ठीक-ठीक लेखा-जोखा रखने की 
यह आवश्यकता ही ज्यामिति के अध्ययन का मूल कारण बनी। आरंभ में ज्यामिति 
का अध्ययन त्रिभुज, चतुर्भु जैसी रेखीय आकृतियों का क्षेत्रफल निकालने तक हो 
सीमित था। प्राचीन बैबिलोनिया में भी लोग इस प्रकार का अध्ययन करते थे तथा 
आकृतियों का क्षेत्रफल निकालने के लिए कुछ सुत्नों का प्रयोग करते थे। इस प्रकार 
के कुछ सूत्र ईसा से लगभग 650 वर्ष पूर्व लिखे बेबिलोनिया के एक प्राचीन प्रैथ 
रींड पैपिरस (00 724/)7%४७) में उपलब्ध हैं! कोणों को अंशों में मापने का श्रेय 
भी बैबिलोनिया के निवासियों को जाता है। मिस्र 'व॑ जैबिलोनिया के निवासी ज्यामिति 
को भूमि मापन एवं भवन निर्माण जैसे व्यवहारिक कार्यों में ही उपयोग करते थे। 
उपरोक्त से, ऐसा प्रतीत होता है कि सबसे पहले ज्यामितिविद्‌ किसान, बढ़ई, नलकारी 
(07॥770०४) एवं राज मिस्त्री रहे होंगे। 


एक अध्ययन योग्य विषय के रूप में इसके क्रमबद्ध विकास एवं विस्तार 
का श्रेय यूनानी विचारकों को जाता है जिन्होंने ज्यामिति का प्रारंभिक ज्ञान मिस्र से 
ही प्राप्त्किया था। इस प्रकार ज्यामिति ने मात्र आकृतियों के मापन तक हो सीमित 
न रह कर बिन्दुओं, रेखाओं व तलों द्वारा निर्मित आकृतियों के विस्तृत अध्ययन का 
रूप ले लिया था। इस प्रक्रिया में मिलेट्स (/॥2४७) नामक शहर के एक व्यापारी 
थेल्स (7॥4/८४5) (640-546 ई.पू.) का महत्वपूर्ण योगदान है। थेल्स ने युवावस्था में 
ही प्रचुर धन कमा लिया था तथा अपना शेष समय उसने देशाटन व 
अध्ययन-अध्यापन में ही व्यतीत किया। अपने मिस्र भ्रमण के दौरान वह ज्यामिति के 
अध्ययन की ओर आकर्षित हुआ तथा यूनान लौटकर अपने मित्रों को ज्यामिति पढ़ाने 
लगा। थेल्स के शिष्यों में प्र्यात प्राइथागोरस (7,४46०4७) (580-500 ई. पू.) 
भी सम्मिलित था। यूनानी गणिततज्ञों में सर्वाधिक महत्वपूर्ण नाम है यूक्लिड (£7४०॥४) 
जिन्हें व्यापक रूप में अपने समय के समस्त गणितीय ज्ञान तथा विशेष रूप' से 
ज्यामितीय ज्ञान को संग्रह करने व क्रमबद्ध करने का श्रेय जाता है। यह जानकारी 
. उनके द्वारा 3 खंडों में लिखी गई प्रसिद्ध पुस्तक 'एलीमेन्टस” /(शकषश४5)में दी 
गई है। इस पुस्तक के कारण ज्यामिति और यूक्लिड एक दूसरे के पर्याय बन गए 


गाए ॥; 


है। यूक्लिंड के जोवन के बारे में कुछ अधिक ज्ञात को हैं सिवाय झाफ्े कि थे 
ताभग 300 वर्ष ई. प में एलेक्जेड्िया विश्वविद्यालय में शिक्षक थे। 


यद्यपि ज्यामिति की एक क़मबद्ध विषय के रूप में विकतित करे का श्र 
ग़ानियों को जता है, फिर भी भज् में ज्योति के अध्यत को एक प्राचीन पा 
ही है। प्राचीन भारत में यह, हवन आदि अनेक धार्मिक अन॒छानों के लिए वि 
का निर्णण किया जाता था। किन ज्यागितीय जाग के विभिन प्रकार को बेद़ियों का 
निर्माण अर्रभव था। 'गुल्व छल, जिलका रख काल हाभा ॥00-300 वर्ष झा 
पर्व है, में इन वेदियों के निर्माण के लिए अनेक पुत्रों को उ्तेश्न किया गया है 
ग़हगगोदड़ों व हढ़ुणा (अब प्रकरिस़ान में।, तथा लोभ (भा के गज एज 
| की गई खुदाई से पता चा है कि प्राचोग भार में ज्यातती का गयगोग के 
निर्माण के साथ-साथ भवगें, सड़कों, जोरों के निर्माण की झुपरेखा बनाने में भी किया 
जाता था। ज्यातिति के अध्ययन में उल्लेखनीय योगदान देने वाले भा के बह प्राचीन 
गणित्ों के गान हैं; बोधयत (800 ६]), आीदृट जि 46 है, ऋगुप (कम 
50 ६.) तथा भास्कर (जस ॥॥4 ६) 


परिषाप 
तथा 
शेत्रंफल __ __ ___  ैै घख 





4.) भूमिका 


जिन सबसे पुराने गणित सम्बन्धी विचारों को हम जानते हैं, वे व्यावहारिक 
समस्याओं से उत्पन्न हुए। सबसे पहले सभ्य समाज को गिनने की आवश्यकता हुई। 
इस कारण संख्याओं का जन्म हुआ। जब लोगों ने गिनना सीख लिया और वे फसलें 
उगाने लगे तब नीचे लिखी समसस्‍्याएँ सामने आई; 


), जिन खेतों में फसलें उगाई जाती थीं उनके चारों ओर बाड़ लगाना। 


2, किसी प्रकार का माप नियत करना जिससे कि खेतों का बिस्तार या 
परिमाण ज्ञात किया जा सके। यह आवश्यकता खेतों की तुलना, उनके 
बैंटवारे और उन पर लगाए जाने वाले कर की गणना आदि के लिए 
पडी। 


ऊपर बताई गई पहली समस्या को हल करने के लिए परिमाप (/2//#!९/ 
की धारणा बनी ओर दुसरी के कारण क्षेत्रफल (624०) की। इस अध्याय में, हम 
इन दोनों के विषय में पढ़ेंगे। ये दोनों ही व्यावहारिक जीवन में बहुत उपयोगी हें। 


१6.2 परिमाप ु 
तल में बनी निम्नलिखित आकृतियों या बक़ों को देखिए, 


जि तप 
के 2 > €ड्ड2 


(५) . (एशं)) 
आकृति ॥4,7 
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ध्यान दीजिए कि इनमें से प्रत्येक में आगे दिए गए गुणों (०0००५) में 
से एक या अधिक हैं: 


[, आरम्भ के बिन्दु पर समाप्त होना। 
2, अंपने आप को न काटना। 
3, केवल रेखाखंडों से बने होना। 


जिन वक्रों में ऊपर बतायों गया पहला गुण हो, अर्थात्‌ जो वक्र जहाँ से 
आरम्भ होते हैं वहीं समाप्त भी होते हों, संवृतत (८/०5९४) वंक्र कहलाते हैं। दूसरे 
गुण बाले वक्र अर्थात्‌ जो वक़रे स्वयं को कहीं नहीं काटते, सरल (४९) वेक्र 
कहलाते हैं। जिन वक्रीं में पहला और दूसरा, दोनों हीं गुण हों, वे सरल स॑बृत बक्र 
कहलाते हैं। उदाहरण के लिए, आकृति [4,। के सभी बक्र संबृत हैं। वक्र () से 
(श) तक सरल भी हैं परन्तु वक्र (शा) सरल नहीं है, क्‍योंकि यह अपने आप को 
काट रहा है। वक्र (॥), (॥), (ए?) और (शं) केवल रेखाखंडों से बने हैं। 

एक सरल संवृत वक्र जिस तल में बना होता है उसे यह तीन निम्न 
अल्लग-अलग भागों या क्षेत्रों में बॉट देता है: 


।,  वक्र स्वयं। 


2. तल का वह क्षेत्र जो वक्र के भीतर, वक्र से घिरा हुआ होता है और 
इसका आतॉरिक क्षेत्र (शक #हएंगा) थीं अभ्यवर (॥/2/४0/7 
कहलाता है। । 


3, तल का (शेष) वह भाग जो वक्र के बाहर होता है और इसका बाह्य 
क्षेत्र (फटा? #2807) यी बहिभागि (€तशांध) कहलाता है। 


बहिर्भाग न 


आकृति ॥4.2 
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वक्र स्वयं अपने आंतरिक क्षेत्र को परिसीमा (07०काव्॑ंधा)) होती है। 
व्यावहारिक कारणों से हमारी रुचि प्राय; वक्र और उसके आंतरिक क्षेत्र से बनी आकृति 
में होती है। आगे से हम क्षेत्र (/2६०४) शब्द का प्रयोग आंतरिक क्षेत्र और उसकी 
परिसीमा दोनों के सम्मिलित रूप के लिए करेंगे। मिम्नलिखित आकृतियाँ क्रमश; एक 
त्रिभुजाकार, एक वर्गाकार, और एक आययताकार क्षेत्र दिखाती हैं: 


क्‍ नाक अ»नान्‍नननत--ाम्मकूक-ह मी 2७-&-«3-8-/५--७७७+च 





एक त्रिभृजाकार क्षेत्र एक वगकिर क्षेत्र एक आयवाकार क्षेत्र 


आक्राति ॥4.3 


इन क्षेत्रों को परिसीमित करने वाले वक़्ों में पहले बताया गया तीसण गण 
भी है। तात्पर्य यह है कि ये केवल रेखाखंडों से बने हैं। इसका लाभ यह है कि 
हम इनके सभी ओर की दूरी या इनकी प्रिसीया की लम्बाई ज्ञात कर सकते 
है, क्‍योंकि हम रेखाखंडों को मापना जानते हैं। इनकी परिसीमा की लम्बाई को 
आकृति का प्रियाप कहते हैं। 


दृष्ट्ंत ।: एक कोड़ा किसी आयताकार मेज को 
सतह के किनारे-किनारे रेंग रहा है। एक बार चारों ओर 
घूमकर वह वापिस अपने आरम्भ के स्थान पर आ जाता ख् 
है। मेज की सतह एक आयताकार क्षेत्र है। कीडे का पथ 
एक सरल संवृत चक्र है जो इस क्षेत्र को घेरे हुए है 
(आकृति 4.4)। दूसरे शब्दों में, कीड़े का यह पथ इस 
क्षेत्र की परिसीमा है। कीड़े द्वारा तय की गई दूरी इस 
आयताकार क्षेत्र, अर्थात्‌ मेज की सतह का परिमाप है। 





आकृति /4,4 


दृष्टांत 2; भंगें की आकृति 4.5(3) का परिमाप 3 सेमी +4 सेमी+ 
5 सेमी, या !2 सेमी है। आकृक्ि 4,5(0) का परिमाप 3 सेमी+3 सेमी+ 3 सेमी 
+3 सेमी, या 2 सेमी है। आकृति 4.5(०) का परिमाप 2 सेमी+3 सेमी +2 
सेमी + 3 सेमी, या 40 सेमी है। 


पर्गिपि पा दवद्राएल! १४७ 


3 सेमी 2 सेमी 


3 सेमी 3 सेमी 3 सेमी कु 


573 





वि कला त्झ्ला 
(8) (9) (0) 


आकाति ॥4.5 
क्रियाकलाप : 


6, अपने घर का एक कमरा चुन लीजिए। यदि कमरे का फर्श वर्गकार या 
आयताकार हो, तो इसके सभी किनारों (भुजाओं) को माप कर और जोड़कर 
परिमाप निकालिए। अगर यह किसी अन्य आकार का हो, तो एक पतली रस्सी 
लीजिए। रमस्‍्सी को ध्यान से फर्श पर दीवारों के साथ-साथ इस प्रकार रखिए कि 
वह कहीं से ढीली न रह जाए। जब आरम्भ के स्थान पर पहुँच जाएँ, तो रस्सी 
को काट दें। अब इस प्रयुक्त रस्सी की लम्बाई नापकर कमरे का परिमाप ज्ञात 
कीजिए। 

2, ऊपर वाली क्रिया से अपनी कक्षा, खेल के मैदान, मेजों, पुस्तकों, श्यामपट्ट आदि 
के परिमाप ज्ञात कीजिए। 

3. त्रिभुज, वर्ग, आयत, चतुर्भुन जेसी कुछ आकृतियाँ खींचिए। इनमें से किसी एक 
के परिमाप का अनुमान लगाइए। नापकर ठीक कर लीजिए। अब यह अनुमान 
लगाने का प्रयास कीजिए कि शेष आकृतियों में से किस-किंस के परिमाष पहले 
चुनी गई आकृति के परिमाप से अधिक होंगे और किस-किस के कम। वास्तविक 
परिमाप निकालकर अपने अनुमानों की सत्यता की जाँच कौजिए। 


4, अपनी कापी में एक समबाहु त्रिभुज खींचिए। भुजाएँ नापकर उसका परिमाप ज्ञात 
कीजिए। क्या आप कुछ चतुराई दिखाकर अपना कार्य घटा सकते थे? यदि नहीं, 
तो एक भुजा नापकर उसको 3 से गुणा करने के विषय में क्या विचार है? 
जौंचिए कि क्‍या दोनों उत्तर समान हैं? 


६, अपनी कापी में एक वर्ग बनाइए। उसकी भुजाएँ नायकर उसका परिमाष ज्ञात 
कीजिए। क्‍या कुछ चतुराई काम आएगी? यदि नहीं, तो एक भुजा नापकर उसे 
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4 से गुणा करिए। क्‍या यही परिमाप नहीं? 
|4,3 आयत का परभाप 


अपनी कापी में एक आयत &3(7) 'बनाइए। इसकी भुजाओं ४8, 80, (१) 
और 70% को मापिए। इस आयत का परिमाप नीचे लिखी विधियों से निकालिए: 


हि 8 
(8) परिमाप > ४3 + उ(! + (१0 + 04 
(0) परिमाप #2+% 670 + 2 » 50! 
(७9) परिमाप 5 .2 » (#छ8 + 50) सि*»। 
[2 (2 


आकृति 74.6 


आपने क्‍या देखा? क्‍या तीनों बार वहीं परिणाम आया? क्‍या आपको 
आश्चर्य हुआ? हुआ, तो नहीं होना चाहिए। केवल यह याद कीजिए कि प्रत्येक आयतठ 
की सम्मुख भुजाएँ बराबर होती हैं। आइए, एक विशेष उदाहरण लेते हैं। 


उदाहरण ॥;: उस आयत का परिमाप ज्ञात कौजिए जिसकी लम्बाई व चौडाई 
क्रमश: 76 सेमी और 8 सेमी हैं। 


हल; आयत को #&80) नाम दीजिए (आकृति [4,7)। अब, 
४3 रू 6 सेमी, 8(१!-8 सेमी, (१) - ]6 सेमी, 708 >8 सेमी 





ना का 
8 सेभी 8 सेमी 
46 सेमी 
आकृति 74.7 
अत:, परिमाप -< #& 83 + छठे! + (१0 + ).% 
 6 सेमी + 8 सेमी + ६6 सेपी + 8 सेमी 


- 48 सेमी 
पुनः, परिमाप «४83 + 80 + (0) + 0& 


बला दो जकल ५] 
+ (४3 + (0) + (80 + 706) क्‍ 
२2208 + 283९? (क्योंकि &8 (५) तथा 80! 0५) 
+ 22 6 सेमी+ 2» 8 सेमी 
“32 सेमी +6 सेमी 
# 48 सेमी, पहले की भौँति। 
पुनश्च, परिमाप ८5 # 3 + 30: + (॥) + 70& 
न शै3 + 3९१ + 6.3 + 80! (क्योंकि (४) « #8 और 08 5 300) 
2» (88 + 805) 
52%» (6 सेमी +8 सेमी) 
प | 48 सेमी, पहले की ही भौँति। 


अब्न यह स्पष्ट हो गया होगा कि किसी आयत #&8(") का परिमाप निकालने 
के लिए नीचे दिए तीन सूत्नों में से किसी का भी प्रयोग किया जा सकता है: 


[त, आयत का परिमाप & लम्बाई + चौड़ाई + लम्बाई + चौड़ाई 
पर, आयत का परिमाप ७ 2» लम्बाई + 2 « चौडाई 
ता, आयत का परिसाप ८ 2» (लम्भाई + चौडाई) 


ध्यान दीजिए कि पहले सूत्र में 3 बार योगकरना पड़ता है, दूसरे में दो बार 
गुणा और बार योग, जबकि तीसरे सूत्र में हमें केवल एक बार गुणा और एक 
बार योग करना पड़ता है। इस प्रकार तीसरा सूत्र सबसे सरल हुआ। 


टिप्पणी: ऊपर के सूत्र पा से हमें प्राप्त होता है 


() लम्बाई - प्र परिमाप - चौड़ाई 


0) चौड़ाई ८ ध परिसाय .. लम्बाई 


उदाहरण 2: लम्बाई 30 मी तथा चौड़ाई 20 मी वाले आयत का परिमाप ज्ञात 
कीजिए। द 


हल: ऊँपर बताए सूत्र । से, 


2) माता 


लम्बाई + भोडाई + लम्बाई + चौड़ाई 
30 मो + 20 भी + 30 भी + 20 मी 
[00 मी 


आयत का परिमाप 


| 


सूत्र ] का प्रयोग करने पर, 
आयत का परिमाप 5 2 » लम्बाई + 2 » चौड़ाई 
5 2230 मी + 2 » 20 मी 
ल्‍< 60 मी + 40 मी 
८ ]00 मी 
सूत्र हरा का प्रयोग करने पर, 
आयत का परिमाप # 2 » (लम्बाई + चौड़ाई) 
. ४ 2 » (30 मी + 20 मी) 
| 92% 50 मी 
5 ]00 मी 


]4.4 वर्ग का परिमाप 


याद कीजिए कि वर्ग ऐसे आयत को कहते हैं जिसकी लम्बाई और चौडाई 
बराबर हों। अतः आयत का परिमाप निकालने वाले सभी सुत्रों का प्रयोग वर्ग का 
परिमाप ज्ञात करने के लिए भी किया जा सकता है। परन्तु क्‍योंकि वर्ग की चारों 
भुजाएँ बराबर होती हैं, अतः इसका परिमाप इसकी भुजा का चार गुना होता है। अब 
इस कथन की सत्यता जाँचते हैं। 


[वर्ग का परिमापा 5 लम्बाई + चौड़ाई + लम्बाई + चोडाई 
+ भुजा + भुजा + भुजा + भुजा 
_ 4 » भुजा 


पर, वर्ग का परिमाप 2 »<लम्बाई + 25% चौडाई 
2 ४» भुजा + 2 < भुजां 


4 १९ भुजा 


॥ 


परिगाष साया ह 5ले 30१ 


ता. वर्ग का. परिमाप 5 2 » (लम्बाई + चौड़ाई) 
+ 2 * (भुजा + भुजा) 
सू #/ ४ शुजा 
टिप्पणी; ऊपर के किसी भी सूत्र से हम यह देख सकते हैं कि 
वर्ग को भुजा «८ जि 2६.8 


उदाहरण 3: दो पहलवानों को 30 मी भुजा वाले एक वर्गाकार अखाड़े में कुश्ती 
लड़नी है। दर्शकों को दूर रखभे के लिए अखाड़े के चारों कोनों में एक-एक डंडा 
गाड़कर रस्सी से बाड़ बनानी है। गाँठें बॉँधने के लिए यदि 2 मी रस्सी रखें, तो 
कुल कितनी रस्सी की आवश्यकता होगी? 


ऐले; ब्गकार अखाड़े के परिमाष में यदि 2 मी और जोड़ लें, तो आवश्यक रस्सी 
की लम्बाई ज्ञात हो जाएगी। 
अब 'वर्ग का परिमाप # 4 «» भुजा 
5 4 » 30 मी 
+ ]20 भी 
गाँठें बॉँधने की 2 मी रस्सी मिलाकर कुल ॥22 मी रस्सी की आवश्यकता 
होगी। 
उदाहरण 4: कमला और शकीला प्रातःकाल दौड़ लगाती हैं। कमला 200 मी भुजा 
वाले एक वर्गाकार मैदान के किनारे-किनारे दौड़ती रहती है [आकृति 4.8 (४)]) और 
शकीला लम्बाई 300 मी तथा चौड़ाई ]0 भी वाले एक आयताकार मैदान के 
किनारे-किनारे [आकृति ॥4.8 (9)]। यदि दोनों अपने-अपने मैदान के 3 चक्कर लगाएँ, 
तो कौन अधिक दौडती है और कितना अधिक? 
एल ; प्रत्येक लड़की एक चक्कर में अपने भैदान के परिमाप की बराबर दूरी तय 
करती है। अतः कमला एक चक्कर में दूरी तय करती है 4 * भुजा 
4 *?200 मी 
800 मी 


[ ]॥ ॥# 
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200 मी 300 मी 
200 मी | 200 भी १0 मी | | री १0 भी 
। 300 मी 
लत आकृति 74.8 
शकीली' भें (0) 
ली एक चक्कर में दुरी तय करती है 


| 


2 » (लम्बाई + चौड़ाई) 

2 » (300 मी + []0 भी) 

2 »4[0 मी 

820 मी 

अतः प्रत्येक चक्कर में शकीला कमला से (820 भी - 800 मी) 


20 भी की दूरी अधिक तय कर लेती है। इस प्रकार, शकीला कमला से अधिक दौड़ती 
है और तीनों चकक्‍करों में कुल मिलाकर 60 भी की दुरी अधिक त्य करती है। 


| 


| 


| 


के छ छ 


प्रश्नावली ॥4.॥. 
. निम्नलिखित में कौन-कौन सी आकृतियाँ संबृत हैं? कौन-कौन सी सरल हैं? 


५ 20 (0-2 ४ 


आकृति ॥4.9 
2. निम्नलिखित प्रत्येक त्रिभुज का परिमाप ज्ञात कीजिए: 


गाव वाया ह आफज 2६५ 


3 सेमी ४ 5समी ६; पी | 25 ०2 23 सेमी 0 कर सेमी 
“3 सेमी ७ मी 24 


कु (9 (०) ४ 
आक्राति ॥+. /9 
3. निम्मलिंखित आकृतियों के परिमाष ज्ञात कौजिए : 
7 संमी 
46 मी के कि 
70 मी | /ा हल / मंमी 
भरी ५ पी 
23 मी ॥ प्मी 
( 8) ( १) (("]) 


भक्ति 4, /। 


4, निम्मलिखित आकृतियों में से प्रत्येक के लिए यह ज्ञात कीजिए कि इसके 
किनारे -किनारे एक चक्कर लगाने में कितनी दूरी तय करनी पड़ेगी। 


8 गेमी 





9 सेमी ीी 5 सोपमी 6 और 6 'पेपी ्ः 7 मेंमी 
कक 9 सेमी 
8.5 सेमी. 9 सेमी. ? सेमी ७ सेप्ी / मेमी 
५ शमी 6 ४ संमी 
(8) (१) (0) 
आकाते 74. /2 


5. निम्नलिखित प्रत्येक आयत का परिमाप ज्ञात कोजिए: 


4 सेमी ० सभी 

2 सेमी 2 सेमी 2 सेमी 2 सेमी 6 सेप्री मर 
4 सेमी 6 सेमी 6 सेमी 
(8) (0) (0) 


आक्री /4. // 
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6, निम्मलिखित प्रत्येक आयत का परिमाप ज्ञात कोजिए; 
3.5 सेपी |] 





4 सेमी 4 सेमी 7 सेप्री ' फ् सेपी 
3.5 सेमी 2] सेमी 
(8) 
॥5 सेमी 
0,2 सेमी 0.2 सेमी 

5 सेमी 
(९) 

आकाति 74. 74 


(ध्यान से। ऐसा न हो कि कोई कहे आप आलुओं में भालुओं को जोड़ 
रहे हैं।) 


7, निम्नलिखित प्रत्येक वर्ग क्रा परिमाप ज्ञात फीजिए : 


.5 मी १मी >पभी 
(९) 


(8) (0) 
आक्राति 74, 75 
8, उन आयतों के परिमाप ज्ञात कीजिए जिनकी लम्बाई और चौड़ाई नीचे दी गई हैं; 
(2) 5 सेमी, 4 सेमी (0) 6 सेमी, 2 सेमी (०) 7 सेमी, .5 सेमी 
9. जिन वर्गों के परिमाप नीचे दिए गए हैं, उनकी भुजा की लम्बाई ज्ञात कीजिए; 
(७) 00 सेमी (७) १6 मी (०) 40 सेमी (५) 22 भी 


परस्मिण तथा क्षेत्रफल #५]॥ 


00, उस आयत की चौड़ाई ज्ञात कौजिए जिसका परिमाप 360 सेमी है और लम्बाई 


] 


न्ज््मीः 


निम्नलिखित हे 
(8) 00 सेमी (9) 6 सेमी (०) 40 सेमी (४) ॥02 सेमी 


, एक त्रिभुज की दो भुजाएँ ॥5 सेमी और 20 सेमी हैं। इस त्रिभुज का परिमाप 


50 सेमी है। इसकी तीसरी भुजा की लम्बाई क्‍या है? 


, पिंकी 75 मी भुजा वाले वगगकार मैदान के किनारे-किनारे तीन चक्कर लगाती 


है। वह कितनी दूरी तय करती है? बाबर लम्बाई ॥60 मी और चौड़ाई १05 मी 
वाले आयताकार मैदान के किनारे-किनारे दो चक्कर लगाता है। बह कितनी दूरी 
तय करता है? कौन अधिक दूरी तय करता है और कितनी अधिक? 


, स्वीटी 75 मी भुजा वाले वर्ग के किनारे-किनारे दोड़ती है और बुलबुल 60 भी 


लम्बाई और 45 मी चौड़ाई वाले आयते के किनारे-किनारे। कौन कम दूरी तय 
करती है? 


, 300 भी भुजा वाले बर्गाकार बगीचे के चारों ओर बाड़ बनाने का व्यय 20 रु 


प्रति मीटर की दर से ज्ञात कीजिए। 


, 300 भी लम्बाई और 200 मी चौडाई वाले आयताकार बगीचे के चारों ओर बाड़ 


बनाने का व्यय 24 रु प्रति मीटर की दर से ज्ञात कॉजिए। 


, 36 सेमी परिमाप वाले कितने भिन्न-भिन्न आयत बनाए जा सकते हैं जिनकी 


लम्बाई और चौड़ाई सेमी में धनात्मक पूर्णाक हो? 
[संकेत: ध्यान रहे, प्रत्येक वर्ग भी एक आयत होता है।| 


4.5 क्षीत्रफल : एक परिचय 


पिछले अनुच्छेद में हमने सरल संवृत वक्रों से घिरे क्षेत्रों के विषय में बात 


की। याद कीजिए कि जब हम क्षेत्र शब्द की बात करते. है, तो इसमें 


.. सरल संब॒त वक्र, ओर 
2, तल का इस घक्र से घिरा हुआ भाग, 


दोनों ही सम्मिलित होते हैं। क्षेत्र के सम्बन्ध में हम पहले एक संख्यात्मक राशि, 
फरियाप की बात कर चुके हैं। वास्तव में परिमाप और कुछ नहीं, क्षेत्र की परिसीमा 
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की लम्बाई मात्र है। नीचे दिए गए हो क्षेत्रों को देखिए: 


[[[[[| 
558 5५ सेमी 


(४) (0) 
आकतिं 44,6 


इम दोनों ही आकृतियों का परिमाप ॥2 सेमी है। किन्तु यह तो स्पष्ट दिखाई 
देता है कि इनसे घिरे हुए क्षेत्रों के परिमाण में बहुत अन्तर है। क्षेत्र (४) भुजा । 
सेमी वाले 9 वर्गों से भरा गया है जबकि क्षोत्र (0) में ऐसे 5 ही वर्म समाए हैं। 
अतः एक प्रकार से आकृति ॥4.6 (४), आकृति ॥4.6 (9) से बडी है। इससे ज्ञात 
होता है कि बरगबर परिसीमा वाले क्षेत्रों में घिरे हुए भाग का परिमाण बराबर होना 
आवश्यक नहीं। इस प्रकार दो क्षेत्रों के परिमाण की तुलना करने के लिए हमें परिमाप 
से कोई भिल संख्यात्मक माष निकालना होगा। यह भाष ऐसा होना चाहिए कि क्षेत्र 
का परिमाण जितना अधिक हो, इस माप का मान भी उसी अनुपात में अधिक हो। 


इस अनुच्छेद में हम आपको किसी क्षेत्र या आकृति के क्षैत्रफल की धारणा 
से परिचित कराँगे। क्षेत्रफल की धारणा हमें क्षेत्र का परिमाण निश्चित करने में 
सहायक होगी। क्षेत्रफल की धारणा कोई मनोर॑जन की वस्तु नहीं, इसके बहुत से 
व्यावहारिक लाभ हैं। उदाहरण के लिए, जीवन में आने वाली इन स्थितियों पर विचार 
कीजिए; 


|. एक किसान का खेत आयताकार है। यह इसमें गेहूँ बोना चाहता है। स्पष्ट है 
कि ब्रीज ओर खाद की मात्रा खेत के परिमाण या क्षेत्रफल पर निर्भर होगी। 
खेत जितना बड़ा होगा, आवश्यक मात्रा उतनी ही अधिक होगी। इसी प्रकार, 
उपज भी खेत के क्षेत्रफल पर निर्भर है। जितना बड़ा खेत, उतनी ही अधिक 
उपज। 


एक बढ़ई को एक मेज की सतह पर पालिश करनी है। सतह जितनी बडी होगी, 
पालिश फर व्यय उतनों हीं अधिक होगा। 


७3 


वमा। तक भी गफज का 


नीचे दी गई आक्षृतियीं के युग्मों को देखिए न 


| | 60 6 


(0) ()) 

आकृति 4.॥7 आक्रति ॥4, 8 

आप भानेंगे कि दोनों युग्मों में आकृति (8), आकृति (9) से बड़ी है। हम 
, ऐसा सहज ही कंह देते हैं, क्योंकि हमें स्पष्ट दिखाई देता है क्रि आकृति (४), आकृति 
| 9) की तुलना में तल का अधिक भाग घेर रही है। इस तथ्य को हम सह कहकर 
व्यक्त करते हैं कि आकृति (7) का भप्लेत्रफल आकृति (#) के क्षेत्रफल से अधिक 
है। इस प्रकार, सहज-झान से किसी सरल संबृत क्षेत्र-आकाति में घिरे तल को 
भाग को परिसाण को इस क्षेत्र का क्षेत्रफल कहते हैँ। 


ऊपर की आकृतियों में हम- केवल देखने भर से ही यह निश्चय कर सकते 
थे कि किस आकृति कां क्षेत्रफल अधिक है। परन्तु सदा ऐसा सम्भव नहीं होता। 
उदाहरण के लिए, नीचे की आकृतियों को देखकर बताइए कि कौन सी बड़ी (या 
छोटी) है। क्या आप बता सकते हैं कि किसने तल का अधिक भाग घेर रखा है? 


आक्राति ॥4, 79. 


दूसरे शब्दों भें, किसका क्षेत्रफल अधिक है? नहीं बता सकते ना इस प्रकार की 
कठिनाई से बचने के लिए, अन्न क्षेत्र के क्षेत्रफल को मापने की एक विधि को 
चर्चा की जाएगी। 


याद कीजिए कि आप किसी रेखाखंड की लम्बाई कैसे मापते हैं। आप प्राय; 
इस प्रकार के कथन कहते हैं कि ४8,7 सेमी लम्बा है या कि 7 की लम्बाई 
3 भी है। यहाँ हो क्या रहा है? वास्तव में हम एक नियत दूरी या लम्बाई को ॥ 
सेमी कहने पर सहमत हैं। इस सहमति के बाद, यदि &83 इस नियत लम्बाई का 
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7 गुना हो, तो हम कहते हैं कि 88, 7 सेमी है। इसी प्रकार, हम एक नियत दूरी 
या लम्बाई को ॥ मी मानने पर सहमत हो जाते हैं। इसके बाद, यदि १() इस नियत 
लम्बाई का 3 गुना हों, तो हम कहते हैं कि ?0, 3 मी है। इस प्रकार हम दूरी 
या लम्बाई ४8 को ॥ सेमी के पदों में व्यक्त करते हैं। इसी भौति दूरी या लम्बाई 
?()को हम ॥ भी के पदों में व्यक्त करते हैं। इस दुरी/लम्बाई । सेमी या ॥ भी 
को हम यों ही अपनी इच्छा से कुछ भी नहीं ले लेते हैं। ये वास्तव में लम्बाई या 
दूरी मापने के मानक[हका४4/४) मात्रक (का इकाइयाँ) हैं। इन्हें हम मानक इस 
अर्थ में कहते हैं कि सभी व्यक्ति इन्हीं नियत दूरियों या लम्बाइयों को ॥ सेमी 
सेंटीमीटर) और ॥ मी (मीटर) मानते हैं। हम सभी दूरियों या लम्बाइयों को किसी 
भानक इकाई में ही भापते हैं। 


क्षेत्रपल्त मापने के लिए हम, लम्बाई मापने जेसी विधि अपनाएँगे। सभी 
क्षेत्रफल, क्षेत्रफल मापने के किसी मानक मात्रक के पदों में व्यक्त किए जाएँगे। एक 
बार पहले की गई चर्चा को याद करते हैं। हमने आकृति 4.6 (७) की, आकृति 
4,6 (9) से, और आकृति ॥4,]7 (४) की, ॥4.7 (४) से तुलना इनमें समाए हुए 
वर्गों को गिनकर की थी। क्‍योंकि प्रत्येक दशा में वर्गों का माप एक ही था, अतः 
अधिक वर्गों वाली आकृति को बड़ा बताया गया था। जिस आकृति में वर्गों की संख्या 
कम थी, उसे छोटा कहा गया था। प्रभावी रूप से हमने वर्ग को क्षेत्रफल मापने 
की इकाई मान लिया था। हम कह सकते थे कि 'आक्ृति १4.6 (७) का क्षेत्रफल 
9 वर्ग है', 'आकृति 4.6 (9) का क्षेत्रफल 5 वर्ग है' इत्यादि। आकृति 44.॥8 में 
क्षेत्रल मापने का हमारा मात्रक एक नियत आकार का त्रिभुज था। हम कह सकते 
थे कि 'आकृति ॥4,8(9) का क्षेत्रफल 4 त्रिभुज है' आदिं। 


यहाँ तक सब ठीक-ठाक चला क्योंकि अन्य कोई हमारे परिकलन में शामिल 
न था। परन्तु मान लीजिए कि कोई और भी एक दिए गए क्षेत्र का क्षेत्रफल माप 
रहा है। उदाहरण के लिए, मान लीजिए कि राम और श्याम दोनों एक 4 सेमी लम्बे 
और 2 सेमी घोड़े आयताकार क्षेत्र का क्षेत्रफल मापने का प्रयास कर रहे हैं। राम 


इस आयताकार क्षेत्र को सेमी भुजा वाले वर्णों से ढकता है और श्याम दि सेमी 


भुजा वाले वर्गों से। देखिए आकृति 74,20 कों। अब॑ राम कहेगा कि इस आयताकार 


क्षेत्र का क्षेत्रफल 8 वर्ग है। श्याम पूरे विश्वास से इसी क्षेत्र के क्षेत्रफल को 32 
वर्ग कहेगा। ' 


प्ररिगाप त्तथा क्षत्रफल 30। 


[भीम 


राम का माप श्याम का माप 
आकृति /4..20 


समस्या का स्रोत है क्‍या? समस्या यहाँ से उत्पन्न हुई हैं कि राम और श्याम 
दोनों उसी क्षेत्र का क्षेत्रफल अपनी-अपनी इच्छा से लिए गए भिन्‍्न-भिन्‍न भागों के 
वर्गों से माप रहे हैं। यही कारण है कि इनके द्वारा बताए जा रहे क्षेत्रफल भिन्न-भिन्न 
हैं। इस प्रकार की गड़बड़ से बचने के लिए आवश्यक है कि हम किसी ऐसे मानक 
माप के वर्ग का प्रयोग करें जिसे सभी समझते हों। 


44.6 क्षेत्रफल के कुछ मानक मात्रक 


याद कीजिए कि ॥ मिमी (मिलीमीटर), ॥ सेमी (सेंटीमीटर) और मी (मीटर) 
लम्बाई के कुछ मानक मात्रक हैं। क्‍योंकि क्षेत्रफल किसी क्षेत्र के परिमाण का माप 
है न कि लम्बाई का, अतः यह स्वाभाविक होगा कि क्षेत्रफल का भानक मात्रक 
"कोई नियत क्षेत्र हो। हम देख ही चुके हैं कि क्षेत्रफल मापने के लिए वर्गाकार क्षेत्र 
सुविधाजनक होता है। क्‍योंकि प्रत्येक व्यक्त जामता है कि ॥ मिमी, ॥ सेमी या 
) मी किस नियत लम्बाई को व्यक्त करता है, अतः हम भुजा ॥ मिमी, ॥ सेमी, 
था ॥ मी वाले वर्ग को क्षेत्रफल का मानक मात्रक लेंगे। 
भुजा । सेमी (सेंटीमीटर) वाले वर्ग के क्षेत्रफल को ॥ वर्ग 
सेंटीमीटर (56०8४7८ 2आएंग्रा०४०) कहा जाता है और इसे संक्षेप में 
सेमी? (छा' या । वर्ग सेमी लिखा जाता है। जिस प्रकार 
। सेमी, लम्बाई का एक मानक मात्रक है, उसी प्रकार सेमी 
क्षेत्रफल का एक मानक मात्रक है। 


[--] आकृति' (4.27 


१ सेमी 


4 चधर्ग सेमी या 4 सेमी"... 6 वर्ग सेमी था 6 सेमी 
(8) ु (0) 
आकृति! ॥4.22 
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आकृतियों 4.22(8) और १4.22(0) को देखिए। वर्ग सेंटीमीटर मात्रक में मापे 
गए इनके क्षेत्रफल इनके नीचे लिखे हुए हैं। आकृति 4.22(8) एक वर्गाकार क्ष्षेत्र 
है। इसमें भुजा ॥ सेमी वाले 4 वर्ग समाए हैं। क्‍योंकि ऐसे ॥ वर्ग का क्षेत्रफल 
] सेमी? है, अत: आकृति ॥4.22(9) के वर्गाकार क्षेत्र का क्षेत्रफल 4 सेमी” कहलाएगा। 
इसी तर्क से आकृति ॥4.22(0)के आयताकार क्षेत्र का क्षेत्रफल 6 सेमी? है। 

व्यापक रूप से, यदि किसी सरल संबृत क्षीत्र ? में # वर्ग सेंटीमीटर हों, 
तो हम कहते हैं कि 


क्षेत्र ? का क्षेत्रफल + 2 संमी? 


जैसा कि पहले कहा जा चुका है, क्षेत्रफल के दो अन्य लोकप्रिय मानक 
मात्रक । मी और ॥ मिमी” हैं। यदि आपका अनुमान है कि थे क्रमशःभुजा ॥ मी 
और भुजा ॥ मिमी बाले वर्गों के क्षेत्रफल हैं, तो आपका अनुमान एकदम ठीक है। 


| '* |  प्रिमी 
।मी 
आक्राति ॥4.२३ 


यदि किसी सरल संवृत क्षेत्र ॥ में ७9वर्ग मीटर हों, तो हम कहते हैं कि 
क्षेत्र १ का क्षेत्रफल # 7 मी” 


इसी प्रकार, यदि किसी सरल संवृत क्षेत्र में ? वर्ग मिलीमीटर हों, तो हम 
कहते हैं कि 


क्षेत्र का क्षेत्रकल ८5 79 मिमी” 


परन्तु इस पुस्तक में हम अधिकतर मात्रक सेमी का ही प्रयोग कम । बाद 
में आपको इसे मिलाकर क्षेत्रफल के अन्य बहुत से मात्रकों के प्रयोग का अवसर 
मिलेगा। 


आपके मन में यह 'प्रश्न उठ रहा होगा कि ऐसे क्षेत्रों का क्षेत्रफल केसे मापेंगे 
जिन्हें क्षेत्रफल के हमारे किसी भी मानक मात्रक से पूरी तरह नहीं ढका जा सकता। 
अगले अनुच्छेद में इसका ओर इसके जैसे कुछ अन्य 'प्रश्नों का उत्तर देने का प्रयास 
किया जाएगा। 
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04.7 वगॉकिंत कागज पर वर्ग गिनकर क्षेत्रफल निकालना : 


आकृति १4.24 में वर्गाकित कागज का एक अंश दिखाया गया है। गहरे रंग 
की रेखाओं द्वारा इसे ॥ सेमी भुजा वाले वर्गों में बाला गया है। इस आकति में बाई 
ओर ऐसा एक वर्ग दिखाया गया है। (वास्तव में, ये ॥ सेंटीमीटर वर्ग, लम्बाई और 
चौड़ाई दोनों ओर, बराबर दूरी पर स्थित दस-दस और रेखाओं द्वारा 00 छोरे--छोटे 
वर्गों में बंटे रहते हैं। परन्तु ये छोटे वर्ग आकृति में दिखाए नहीं गए हैं।)। दाईं ओर 
के आयत #80(0) में १2 वर्ग सेंटीमीटर हैं। फलत: 

आयत #&83(") का क्षेत्रफल रू ॥2 सेमी” 





अति /4.,.24 
वर्गाकित कागज का प्रयोग ऐसे क्षेत्रों का क्षेत्रफल ज्ञाध करने के लिए भी 
किया जा सकता है जो वर्ग सेंटीमीटरों की किसी पूर्णाक संख्या से न ढ़के जा सकें। 


इस दशा में क्षेत्रफल का मान बिल्कुल ठीक न होकर वास्तविक मान के बहुत निकट 
होता है। उदाहरण के लिए निम क्रियाकलाप लेते हैं; 


फक्रियाकलाप & 


कुछ वर्गाकित कागज लीजिए। इस पर कुछ सरल संबृत क्षेत्रों की आकृतियाँ 
बनाइए जो (अभी तो) रेखाखंडों से बनी हों। नीचे दिए गए नियमों के अनुसार इनके 
क्षेत्ररल निकालिए! 
नियम ॥: इस क्षेत्र या आकृति में जो वर्ग पूरे-के-पूरे आ रहे हैं, उनकी संख्या 
गिनकर इस संख्या को >> कहिए। 
नियभ 2: ले वर्ग गिनिए जिनका ठीक आधा भाग (लम्बाई, चौड़ाई में या विकर्ण 
के एक ओर) इस क्षेत्र में आता है। इन आधे-आधे वर्गों की संख्या को » कहिए। 
नियम 3: वे वर्ग गिनिए जिनका आधे से अधिक भाग (किन्तुं पूरा नहीं) आकृति 
में घिरा हुआ है। इन वर्गों की संख्या को 2 कहिए। 
मियम 4: जिन वर्गों का आधे से कम भाग आकूति में लिस है, उन पर ध्यान मत 
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दीजिए अर्थात्‌ इन्हें छोड़ दीजिए। 


| ] 
नियम 5: सख्या 25४+त »+ ४ शातत कीजिए। आकृति का क्षेत्रफल लगभग « 


सेमी” है। यदि 250 हो और आपने कोई आंशिक वर्ग छोड़े भी नहीं है, तब & 
ठीक क्षेत्रफल के बराबर है (लगभग नहीं) अन्यथा & क्षेत्रफल का सन्निकट 
(लगभग) मान है। 


उदाहरण 25: आकृतियों &8070 तथा 700४७ के क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
3! रा | 3 


[ 
| 
' न्‍ 
हा 
। | 





हल: हम देखते हैं कि वर्ग 8800 में ठीक 9 पूर्ण वर्ग हैं। (इसमें कोई आधा-अधूरा 
वर्ग नहीं है।) 


अतः «8८90 का क्षेत्रफल + 9 सेमीः 


जहाँ तक आयत 70९४ का प्रश्न है, कुछ परिश्रम करना पडेगा! हम देखते 
हैं कि 


।. आकृति में पूरे-के-पूरे समाए वर्गों की संख्या 5 6 
[इनमें ॥ लिखा है। इस प्रकार ४ 6 है।! 
2. अकफ़्ृति में ठीक आधे-आधे वर्गों की संख्या रू 3 


[इनमें 2 लिखा है। इस प्रकार ५3 है।] 

3, आकृति में आधे से अधिक (किन्तु पूरे नहीं) वर्गों की संख्या # 2 
[इन पर 3 लिखा है। इस प्रकार ४52 है।। 

4, आकृति में आधे से कम वर्गों की संख्या ८ ॥ 
[इस पर 4 लिखा है और इसे छोड देना है।] 


5, क्षेत्र (१२६ का क्षेत्रफल 5 (४ +- तर 9+ 2) सेर्मी” 


॥ ||! "]॥| « (१#% ' [| 


!] 


(6+- > +2 ।सेमीः 


]9 
बरदधमाहम विल्मनापयानननाना सेमी? 
> सेमी 


यह बिल्कूल हीक॑ क्षेत्रफल तो नहीं, पर क्षेत्रफल के मान के बहुत निकट 
है। 


4.8 सूत्र के प्रयोग द्वारा आयत का क्षेत्रफल 


आपने देखा कि हम वर्गांकित कागज का प्रयोग कर क्षेत्रफल ज्ञात कर तो 
लेते हैं, परन्तु यह आवश्यक नहीं कि हमें क्षेत्रफल का ठीक मान प्राप्त हो जाए। 
हम चाहेंगे कि कोई ऐसी विधि मिल जाए जिससे क्षेत्रफल का ठीक मान प्राप्त हो, 
यदि सब आकृतियों के लिए नहीं भी, तो कम-से-कम कुछ विशेष रूप वाली 
आकृतियों के लिए। चलिए, पहले कुछ प्रयोग करते हैं। 


क्रियाकलाप 7: 


वर्गांकित कागज पर एक आयत &80८0 खींचिए। इसकी लम्बाई 5 सेमी तथा 
चौडाई 4 सेमी लीजिए। आप आकृति इस प्रकार बना सकते हैं कि आयत की भुजाएँ 
वर्गाकित कागज में खींची गई रेखाओं पर हों। इस आयत का क्षेत्रफल क्‍या है? 


आकृति 74,26 


आप सरलता से उत्तर दे सकते हैं कि 20 सेमी'। कया आपने इस आकृति 
में घिरे वर्गों की संख्या एक-एक गिन कर निकाली? नहीं न | आपने देख ही लिया 
होगा कि आकृति में वर्गों की 4 पंक्तियाँ हैं और प्रत्येक पंक्ति में 5 वर्ग हैँ। 
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इस प्रकार, 
आकृति में घिरे वगों की संख्या # 4 %& 5 5 20 
जिससे कि क्षेत्रफल + 20 सेमी” 


क्या आपने ध्यान दिया कि पंक्तियों की संख्या आयत की चौडाई 
के बराबर थीं और प्रत्येक पंक्ति में वर्गों की संख्या आयत की लम्बाई 
के बराबर? 


अब यह प्रयोग आप अपनी इच्छानुसार ली गई लम्बाई-चौडाई वाले कई 
आयतों पर करिए। अपने परिणाम नीचे दिखाए अनुभार एक सारणी में लिखिए। 


डक ब्क ज्य चुल अन्याय ह या हनन पा ॥ आम नूतन भमे 


लम्बाई ( चौड़ाई 72 ] वर्ग पेत्रफल टिप्पणी 
सेमी सेमी सैंटीमीटरों की | & सेमी (४ + 7 १८) 
.... |... . . संख्या (| . . .. 
5 2 ]0 ।0 0 55»%८2 
6...ःर्ररः ह ॥8 ]8 8 »6%८3 


निष्कर्ष: लम्बाई ! तथा चोडाई #वाले आयत का क्षेत्रफल #&-८। »%४ है। 
टिप्पणियाँ ; 


।. कुछ 'उदाहरणों के आधार पर कोई कथन सिद्ध नहीं किया जा सकता। हो सकता 
है कि अगले ही उदाहरण के लिए यह कथन सत्य न निकले! फिर भी हमने 
ऊपर का परिणाम ऐसे लिख दिया है जैसे कि यह / और ४ के सभी मानों 
के लिए सत्य हो। हमने ऐसा इसलिए किया क्योंकि हम पहले ही बह' तर्क दे 
चुके थे जिसके कारण यह कथन सत्य होता-ही-होता है। याद कीजिए कि आपके 
पास वर्गों की उतनी ही पंक्तियाँ होती हैं जितनी कि आयत की चौड़ाई होती 
है। फिर प्रत्येक पंक्ति में उतने ही वर्ग होते हैं जितनी कि लम्बाई। अतः क्षेत्रफल 

. को तो आयत की लम्बाई और चौड़ाई के शुणनफल के बराबर होना ही था। 
हाँ, इसके लिए लम्बाई और चौडाई को एक ही मात्रक में व्यक्त करना 
आवश्यक है, जैसे कि सेमी में। तब क्षेत्रफल सेमी? में होता है। 


2. सूत्र &5» ४ में &, तथा / मात्र संख्याएूँ हैं, इनमें कोई मात्रक नहीं है। सूत्र 
के प्रयोग से पहले आपको यह देख लेना चाहिए कि /और &/ एक ही मात्नक्त 


परिमाप तथा क्षेत्रफल 3॥7 


में हैं या महीं। यदि न हों, तो एक को दूसरे के मात्रकों में बदलकर ही सूत्र 
का प्रयोग करना चाहिए। और तब & के साथ उपयुक्त मात्रक लगाना चाहिंए। 
उदाहरण के लिए यदि / और #सेमी में हों, तो # सेमी? में होगा। 
हमें है, # 
3, 0 ८5 (* ? से हमें प्राप्त होता है ! दि ह। हि /' 
भी 


4, जब तक अन्यथा न बताया जाए, आयत की बड़ी भुजा के माप को इसकी 
लम्बाई, तथा छोटी भुजा के भाप॑ को इसकी चौड़ाई माना जाता है। 


उदाहरण 6: उस आयत का क्षेत्रफल ज्ञात कौजिए जिसकी लम्बाई और चौड़ाई 
क्रमशः 6 सेमी और 5 सेमी दी हैं। 


हल: यहाँ लम्बाई-चौडाई दोनों एक ही मात्रक, सेमी, में दी गई हैं। हम सूत्र 
& >> का प्रयोग करेंगे जहाँ / आयत की लम्बाई (सेमी में), # इसकी चौड़ाई 
सेमी ) में) और # इसका क्षेत्रफल (सेमीः में) है। 


यहाँ. /06 [सेमी में), 2«< [सेमी में) 
अत; क्षेत्रफल &62»5 (सेमी में) 530 सेमी' 
वैकल्पिक हल; आयत की लम्बाई 5 6 सेमी 
आयत की चोड़ाई - 5 सेपी 
अतः /ै 5 (»६/ 
90 
फलत; आयत का क्षेत्रफल +- 30 सेमी 
टिप्पणी : संक्षेप में हम लिख सकते हैं कि 
| «06 सेमी, ०55 सेमी, और »&5(6»5) सेमी 
+ 30 सेमीः 
उदाहरण 7: एक आयताकार कमरे की लम्बाई तथा चौड़ाई क्रमश: ॥600 सेमी तथा 
१0 मी हैं। जो कालीन इस कमरे के फर्श को पूरा ढक ले, उसका क्षेत्रफल क्‍या 


होगा? इस कालीन को 25 रू प्रति भी' की दर से ड्राइकलीन कराने पर क्‍या व्यय 
आएगा? 


४ ॥॥४६६। 
हल ; कालीन का क्षेत्रफल वही है जो कमरे के फर्श का। क्षेत्रफल के लिए सूत्र 
80 5+(%९ ? 


का प्रयोग किया जाएगा, जहाँ / और #& क्रमश: मी में आयत की लम्बाई 
और चौड़ाई हैं तथा & मी” में आयत का क्षेत्रफल है। 


यहाँ 7 १600 सेमी 
- ॥6 मभी। क्‍योंकि 400 सेमी हल | मी. 
०5८5 ॥0 मी 


इसलिए क्षेत्रफल ८(6% [0) मी? € १60 मीं 


क्योंकि । भी” कालीन को डाइक्लीन कराने का व्यय 


| 25 ए है, 
अतः 60 मी कालीन को डाइक्लीन कराने का व्यय रू 460 ५४25 हू 


जज 4000 रु 


टिप्पणी: यह आवश्यक है कि लम्बाई और चौडाई एक ही मात्रक में हों। यहाँ 
दोनों को मीटरों में कर लिया गया। 


4.9 सूत्र के प्रयोग द्वारा वर्ग का क्षेत्रफल 
क्योंकि वर्ग ऐसा आयत है जिसके लिए लम्बाई & चौडाई होती है, अतः 
वर्ग का क्षेत्रफल - लम्बाई » चौडाई 

भुजा » भुजा 

(भुजा)' 

9 सेमी भुजा वाले वर्ग का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

हल : निम्नलिखित सूत्र का प्रयोग किया जाएगा; 


|| 


उदाहरण 8४ ; 


क्षेत्रफल & 5 (भुजा)* 
भुजा 5 9 सेमी 


क्षेत्रफल * 9? सेमी? ल्‍* 8 सेमी” 


दाह्टरण/ 9 : उस आयत की लम्बाई ज्ञात कीजिए जिसका क्षेत्रफल 25 सेमीः और 


यहाँ 


जंत! 


रिमाएज तजी क्षय | ॥४। 


जिसकी चौड़ाई 5०'सेमी है। 
हल : निम्नलिखित सूत्र का प्रयोग किया जाएगा ; 


४ ब> (१ 8 


जहाँ / और ४8 क्रमश; सेमी में आयत की लम्बाई भर चौड़ाई हैं, तथा 
& सेमी? में उसका क्षेत्रफल है। 


यहाँ. &» 25 सेमी), और ४- 5 सेमी 
अत! [25 € ($ 5 


या ख्दि सर हि 0, 


अत; आयत की लम्बाई 25 सेमी है। 


वैकल्पिक हल; 


> 
क्योंकि हैं ८ जि , अत) (& स्प ञल्‍:25 जिससे कि पहले 


की तरह लम्बाई 25 सेमी हुई। 


कु छ $& 


प्रश्नावली ॥4.72 


, उस आयत का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी लम्बाई व चौडाई नीचे दी गई हैं; 


(8) लम्भाई # 

(0) लम्बाई 

(०) लम्बाई 

वर्गांकित कागज पर 
जॉचिए। 

2. निम्नलिखित लम्बाई 

(४) लम्बाई + 

(७) लम्बाई # 

(०) लम्बाई 


॥ 


| 


4 सेमी, चौड़ाई + ॥ सेमी 
4 सेमी, चौडाई * 2 सेमी 
8 सेमी, चौड़ाई ** 5 सेमी 


इन आयतों की आकृति खींचकर अपने परिणाम की सत्यता 


एवं चौडाई वाले आयतों के क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए ; 
24 सेमी, चौड़ाई # १0 सेमी 
40 सेपी, चौड़ाई 5 20 सेमी 
20,4 सेमी,चौडाई ःः 0 सेमी 


>]() गणित॑ 


(0) लम्बाई 5 4.5 सेमी,चौडाई 5 30 सेमी 

3, उस आयत का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी लम्बाई ओर चौड़ाई क्रमशः निम्न हैं: 
(7) 33 सेमी और 8 सेमी (0) ॥॥ सेमी और 7 सेमी 
(0) 8.5 सेमी और 6 सेमी (6) ॥ मी और 75 सेमी 


4, एक आयत का क्षेत्रफल 49 सेमी? हैं और इसकी चौडाई 28 भिमी है। इस आयत 
की लम्बाई क्‍या हे? 


5, नीचे दी गई भुजा वाले. वर्म का क्षेत्रफल क्‍या होगा? 


() 3 सेमी (9) ॥॥ सेमी (७) 8.5 सेमी (0) पु मी 


6. निम्नलिखित में से किसका क्षेत्रफल अधिक है और कितना अधिक? 
()) लम्बाई 24 सेमी और चौडाई ॥6 सेमी वाला आयत, या 
(॥) भुजा 2] सेमी वाला वर्ग 
7. आयत्त के क्षेत्रफल पर क्या प्रभाव होगा जब 
0) लम्बाई को दुशुना कर दें और चौडाई वही रखें? 
(8) चौड़ाई को दुगुना कर दें और लम्बाई वही रखें? 
(॥) लम्बाई और चौड़ाई दोनों को दुगुना कर दें? 
8. वर्ग के क्षेत्रफल पर क्या प्रभाव होगा, जब 
()) भुजा को दहुशुना कर दें? 
(0) भुजा को तिगुना कर दें? 
(४) भुजा को आधा कर दें? 


9. एक टाइल 25 सेमी भुजा वाले वर्ग के रूप में है। 3 भी भुजा बाले वगकिार 
सस्‍्नानगृह के फर्श को पाठने के लिए ऐसी कितनी टाइलों की आवश्यकता होगी? 


0. एक सेमी में ॥0 मिम्री होते हैं। ॥ वर्ग सेमी में कितने वर्ग मिमी होंगे? 


[संकेत; । सेमी भुजा का वर्ग खींचिए। इसमें आर-पार लम्बाई और चौड़ाई 
में एक-एक मि्ती की दुरी पर रेखाएँ खींचिए।] 


।. मी में 300 सेमी होते हैं। एक वर्ग मी में कितने वर्ग सेमी होंगे? 


4 ॥|[ व ६ 3)", । 3! | 


, 46 सेमी भुजा वाले वर्ग का क्षेत्रफल किसी 64 सेमी लम्बाई वाले आयत कें 


क्षेत्रणल के बराबर है। आयत कौ चौड़ाई कया है? 


, एक ही परिमाप के दो भिन्‍नन आयत खींचिए। इमके क्षेत्रफलों की तुलना कीजिए। 


कया ये बराबर हैं? क्‍या आप एक ही परिमाप के दो भिन्‍न वर्ग खींच सकते हैं? 


, आयत #&807 वर्ग नहीं है। इसकी लम्बाई वर्ग 70२४ की भुजा के बराबर है। 


आयत »&93("0 और वर्ग ए0ए७8 में से किसका क्षेत्रफल अधिक है? 


, आयत &807 वर्ग नहीं है। इसकी चौड़ाई वर्ग 7()२४ की भुजा के बराबर है। 


. आयत <80८"0) ओर वर्ग 7?(२४ में से किसका क्षेत्रफल कम है? 


पकने जा अ्ण्म्म 


(2>पा240400-र कमा ५०३४ गह़ल्‍+ मम हमर“ पर 7येनपाव भवन ३-3० या] हक हम्या-प्रवधाा नागर >॥४०+०+एल्‍मयह यानन्‍ भर न्पाया पका 8 ग0७॥40॥%००॥+ ० प॒रिना पा गया ल्‍गमन्‍ा* गाया पाता सह 080 “ग.०+ ० सपा“ ९" सैर 9७9७“ ९- ७ फ$०पमण्पाण्पन्मपहपा गा पाा ा....स्‍यीकव०४७ ०३७ पावन. समपाकम नारा १-5९. ....... भाफिष/०-कारिकमनाक ..॥ अन्याय... 2..पार........3; 3-4 आनकुजा .-ह "हम क फगार. सन #०८....॥ 3/० +- 8... ० भाव _«बानन्‍क-आन न. आप ८2३५ 2]2034--4-22-कु २२५०3 -थ 


. याद रखने योग्य बातें 


, एक समतल क्षेत्र के परिमाण को उसका. क्षेत्रफल कहते हैं। 


क्षेत्रों के क्षेत्रफलों की तुलना देखकर या मापकर की जाती है। 
एक वर्ग सेंटीमीटर उस क्षेत्र के क्षेत्रफल को कहते हैं जो । सेमी भुजा वाले 
वर्ग से बनता है। 


« औआछ सूत्र 


(की). (0) आयत का परिमाप 52 # लम्बाई + 2 * चौड़ाई 


८2. » (लम्बाई + चौड़ाई) 


है चौड़ाई 
() आयत की लम्बाई करू 2 * परिमाप - चौड़ 


थे 
(४) आयत की चौड़ाई + - 5 परिमाप - लम्बाई 
(ख) () बर्ग का परिमाप 5 4 * भुजा 
(0) वर्ग को भुजा ८ पर » परिमाप 
(ग).. (0) आयत का क्षेत्रफल + लम्बाई » चौड़ाई 
या &७०/*४८ 
(॥) 9 ः /त री 


(#) वर्ग का क्षेत्रफल  (भुजा)' 


$ २ ९६९॥। । 
प्रश्नावली १,॥ 
() 0) (॥) | 
() संभव नहीं. ४) संभव नहीं 


(0) 92 () 999 () /007999 


*() 000907 (0). 234070] (॥) 0399]0() 


।9 6, हाँ ; नहीं 
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60) |, 7 (॥) |, 2, 3, 4, 5, 6, [0, [2, 5, 20, 30), 6/) 
. ]). , 23 (४) |, 2. 4. 6. 0, 32, 0र्न 
(५) [% 25% 2 |), + 00५०] (जे) |, ८, उे, 4. 0, /. 2, ।-, 2[, 28, 42, ४4 
(जी), 2, 4, ॥9, 398, 76. (शा॥ , 89 ह 
(0४). |, 5, 25, [25 (0) ।,2, 3, 4, 6, 8, ७, [2, ।6, (8, 24, 36, 48, 
/०2, | र्च 
(().. | |], 23, 20) (॥ ।, ७, ०, 2/, 8, 24.3, /29 
() [0, 3.2, 408. 0+, 6() (0) 47. ज4, 54, 06, 65 
(॥) 9., 36, 57, /#0, ५०७5 (५) 209, 30), 75. |00). ]>25 
(५) 4), ४६), (20), [(0(), 2()(] 
(॥): (॥) भै, () : () 
() 20 6:38. ॥ 36 # 28 जा ०) है (॥) 0, 0०, 97 
(॥).. 7५, 63, 69, 97, [()|, [()3, |07, |(0०, ! 3, |27, ||, 37, | 39, [4०, [5|, ।57 
(५०). 403, ।07, ।(00, ।3, [27, [3, 37, | 39, |4०, ([5।, ।57, ]03, [67,73 
(५) 03, [07, [73, [79, ।8|, |9[, ।03, ।07, ।09 
6. एक 7, (), (#), (५) 8, हो, 0 
9, 90), 9|, 92, ०७३. 94, 95. 90 [0, भाज्य [|, |, ७3. /. ० 
82.. 0) नहीं (0). चार | ये हैं; 4, ०, 25, 4० 
]3,. (0) 3+ 29 (॥) 3+ 37 (॥] ते + 33 ([७) / का 
(५) /+ 69 (४). 3+ 9५7 
44, () 3+53+ 23 (॥) 5+ 7+ 23 
((4) 3 + 5+ 4 | (५७४) 3+ा + 5 
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2से विभाज्य : (0), 0॥), (॥), (५), (५); 
3 से विभाज्य :. (), 00, (8), (९), (शं); 
$ से विभाज्य : (0), (५); 

9से विभाज्य ;:. (४ (00) 

(), (॥), ((५), (५), (४) 

(), ([), (॥7) ५ (५), (५१) | 


0) |? 60) १' (0) 7! 

(५) "के (५) तु (४) मै 
प्रश्नावली 3.3 

(१) 2>६22<2% 2/43 (भ) 224 ] 7 

(॥) २2०८ /»7 (५) 23 23<255 3%८3%23 

(५) 332<5%25%:7 (शं) 22% 20८ 39८ 39८ [ ठ 

(शा) 3%3%7:८7 (शांत) 2»&2»3%3,239८5 


(5४). 2%2%2%3%:3%5%5%८5 (४). 20205:2%2072529<29<29८25<2 
(७). 3%5%43<८|3 (४॥).. 5%35%293 

40000, 2>#2>2><2>ज>स>प>5 _ 

9999, 3::3::::0॥ द 

7, 3, 9 ;दो क्रमागत गुणनखंडों का अंतर 6 है। 


प्रश्गावली 3,+ 
0). 8 (0) 9 00) ] (९) 225 
(७). 43 शं) 70. (शी) ॥2.. शं) 53 


(४). ।| ७)... 625 


3. पाणित 


(7) 
(५) 


0) 


(५) 


() 
(५१) 
(४) 


॥ (|) 36. (०५) 55 
747 
| 58, ]6 
[77 8 75सेमी 
ग्‌ँ त)). 78 
एः 
प्रश्नानली 3.5 
386 0). 480 (0५) 90 
90) (शी) 5760 (शा). 8480 
6384 
4... नहीं 5. 22] 


6. नहीं, क्योंकि म.स, को ल,स., का एक गुणनखंड होना चाहिए। 


2. () 850) 
(५४). 358 

3, 65583, 05037 

6, [70। 

9, (0) 7! 
(०) 

[, () 240) 
. (५) 3465 
(५) 620 

3, 4 

7, 288 दिन 

80, [22 मी 40 सेमी 

2, 006800 

!.. 0) 


8. 3300 प्री ५, 
]!, 40080, 9660 
3, 7 मिनट |2 सेकेंड 


(() 


प्रश्नावली +.। 


कक्षाओं की संख्या का अध्यापिकाओं की संख्या से अनुपात 4:6 है। 


(0) लम्बाई का चौड़ाई से अनुपात 2:] है। 
(0). योग्यता-सूची में लड़कियों की संख्या का लड़कों की संख्या से अनुपात 


 ] है | 


(५) गणित के एक टेस्ट में पास होने वाले विद्यार्थियों की संख्या का उस 
टेस्ट में बैठने वाले कुल विद्यार्थियों की संख्या से अनुपात 2:3 है। 


4. (|) 


भारत में गाँवों की संख्या नगरों की संख्या की 2000 गुनी है। 


(४). एक परीक्षा में पास होने वाले विद्यार्थियों की संख्या उस परीक्षा में बैठमे 


2 न ली लत 


(!) 


(७५) 
() 
() 
(५) 
(8) 
() 
([) 


([) 
75:20 


« (0) 
]. 
44, 


485. 


हम हक, 
(0) 

(]) 
(५) 


(]) 
(५) 
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वाले कुल विद्यार्थयों की संख्या का है है। 
एक फैक्टरी में बनने वाली खराब पेंसिलों की संख्या अच्छी पेंसिलों की 


संख्या का ठ है। 


तनु किए गए एक अम्ल में अल की मात्रा पानी की माज्ना का ः है। 


8:3 (0) 43 . . ([0) ३:5६ ( ट2टै3:3 
।' 4) (॥) ।१:25 (॥॥] [40 : 3 (॥९) 3: ।() 
240): शी) 20:] (शी) 359 (री 4:व 


3:50 (१९) 4१। 

40 : 3 (0) 3:40 

#॥:6 () 9:06 

37:49 (0) 9] : [34 (). 37:54 


7:] (0) 7:8 (9) ॥:48 
]7:36 (] 9' 36 (0) 89. [7 
स्‍22. [4 : 3 43, 3:350 
]: 9 ४). ॥:8 
5:6 ). 4:5 कक). 3:2 
है 28, (५) ३3:२०, 
'प्रश्नावली 4.2 
नहीं 0). नहीं ह)). हाँ. (० नहीं 


नही (श). नहीं 
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2, () हाँ (0)... नहीं (0) हाँ (पए) हाँ 
3, 6) पे () १ (9). 9 (0ए 
(५) है है (५) फ् (४॥) . $9 (शा) 7 
(७) 7 (5) है 
(४). ए (ध्यान' दीजिए, यहाँ अनुपात नहीं बनाए जा सकते) 
0) 36 () ]2 00) 30 
(५) 7 (५) * 45 कक 
8, 50 6, 2 
7. 0 64 मी 0) 220 मी (0) 2 घंटे 
(५) 4 लडकियाँ (0) 24 लडकियाँ 
8, हाँ 
9, () 49 (0 6 (0). 54 (५०). ३ 
(४ (४१०३६ .| ३ 
[360 रु 2, 336रु 3, 3380 किग्रा 4, 3 घंटे 
[8रु 6, 6 घंटे हम 96 भाग 8. 624 रु 
४ 30, 2400 किमी 7त. 300 लीटर 42. 4.5 किलोवाट 
।35 
3, ऊन ऐैक्टेयर 4, 9 किग्रा ]5,_ 4400र 6 0000 
47., ॥00 !8, 300 ]9, ()38 घंटे (() 385 किमी 
20, 0) 0 किग्रा (६) 48 
प्रश्नावली 5.॥ 
|. 
[, 0. 60% (॥) 4% () . 62 हु ्ू (९) 240% 


| || | 
. (५) 33 ] ५ (एं) [87 ठ %(शी)) 3333 प्र ५0 (शा) 25% 


] 
(४) 3 ही ५७ 


2, 
6. 
0, 97.50 रु 4. 98000000 


() 
(५) 
(शा) 


([) 
(९) 
(शा) 
(() 
(५) 
(५॥) 


() 
(९) 
(शो) 


(5) 


406 
6मी 


[ 
दु 0) 
2 " 
थ्ृ ' (४) 
[ > (शा) 
25% (॥) 
90/()% (५) 
५()% (५) 
0.46 () 
(),0025. (५) 
(),()2 (शा) 
[55 
200 मरा 
]रु 
4 लीटर 

3. 300% 

7. 57090 


3, 87 लीटर, 493 लीटर 
45, 9७()॥0()0 रु; 705000 रु, 7050)॥00 रु 


9 
25 (॥0 
। पं (शं) 
2 (५) 
> 
25% (0) 
4५% (५) 
[20,9% (४) 
0.28 (॥) 
(0,765 (५) 
0,002 (५४) 
_प्रश्नावली 5.2 
(॥) [2() 
(0) 3 किग्या 
(शं४) 75क्रिग्रा 
(0) 35 किमी 


7५७ 


(8५% 
040% 
0. 25 
39.99 


().95 


(ग) 
(५) 
(5) 


($॥) 


4. 4235 5, 8925 रु 


8, 2686 
2, !6(000र5, 30000 
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3मी 
6050 मिली 
8] रू 
लीटर 
5, 7 किमी, 3 किमी 
9, 726 


]4, 2 किमी/ घंटा, 32 किमी/घं॑टा 
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प्रश्नावली 5.3 


|. (]) [0% (0)... 6,.4% (॥॥) 
24% 
94% ).. 33>% (जा) 62% 
(५) ह 2 (५) हर 0 (प॥) > 0 
3 
4.4 हर ४८० 
(४). [00% ((). 200% 
2 
2, 70% 3. 80% 4, 4५% 5, कप कट 
॥ ] ग 
7, 32% 8. का ५2 9, ध्य्ष 0 
व हे विज 
]0, 80% ]. () 37 7 (7) [2:2%; 50% 
ह कल! कि | 
[2, (]) 25% () । 2 ट्र ५ (॥) 062 ठ ५ 
3, 98% 4, 90% ]8, 2% 
सुश्मिता 
प्रश्गावली 5,4 
. 0) 'लाभ: 80 रु 0) , 5हानि: 30. (0 
(५) विमू.:2]0र (४७) ०क्र.मू. : 9900 रु (शं) 
2. 0) वि, : 540 रु; लाभ %;:20 
0). वि.मृ.: 3038 रु; हानि %:2 
() हानि: 50 रु हानि %; 20-- 
(७) लाभ ; 237 रु, लाभ %: 5 


] 
33) ठ्ठ % (५) 


(५) 


9 
50. 305 तर ५ 


6. 


वि.मू .; 582 
क्रे,मू . : 7900) रू 


(9) वि.म्‌.: 996.40 रु; हानि; 73,60 रू 
(४). वि.मृ. 22896 रु; लाभ :296 ₹ 
(शी). क्रमू, : 3000 रु; लाभ %:20 
(शा) क्र.मू, ; 24320 रु; हानि % : 2 पर 


00). वि.मृ.! 32000 रु; लाभ :6400 रु 
(४). वि-मू. : 79200 रु; हानि; 8800 रु 
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3, हानि 90 रु 4, हानि->25 रु. 5, लाभ: 50 % 
6, हानि 5 240 रु; वि.मू, ८3990 रु. 7, लाभ > 720 रु, वि.मूं, ७ 9720 र 


थे 
8. 8 4 रू प्रति दर्जा 9, 6560 रु 40, हानि : 2% 


6. 7520 रु 2, 2900 रु 3. हानि ; 5% 


| 
4. 600 रु (5, 28% लाभ 

हि क्‍ 
6, 5300 रु, 7850 रु, लाभ “ 7[% 7. लाभ : ॥0% 
8. 53 पर रु प्रति सौ 9, लाभ : 46% 


प्रश्नावली 5.5 


4, (|) 820 रु 0) 480 रु 
ब्याज 5 98 रु, मिश्रधन - 4998 
(0५) ब्याज - 260 रु, मिश्रधन ८ 2860 रु 
(ए).. ब्याज ८ 945 रु, मिश्रधन ८ 6945 रु 
2, 200 रु 3. 2000 रु 4, 20र 5, 6275 
6. 32400... &, ब्यांज ८ 8320 रु, मिश्रधन ८ 60320 रू 


20, 2 ₹ 


8, 0597,5() रू 
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9. 


८400) रु 0, 400) रू ], 9200 रु 2, 400 रु 


प्रशगवली 6,] 


े ्‌ हक ५ 
. (] 0++. (8) ४»+उे (0) ट (५)  .ः। 
ल्‍ . है 
ए)... ॥-5 ४) न्‍ी को) पाए ८ जी) 2४+3 
(0४). -7 (ए). >8 
0) 5. 60) #++3 ॥)... ४-4 


(५) £<5८-४८+4% (५) हक ७ 
(0) $5(+7 जह्नों $> विक्रय मूल्य, (' « क्रय मूल्य, ए ८ लाभ 
0). &>7?+ ३, जहाँ # > मिश्रधम, 7 - मूलथन और [ > ब्याज 


प्रश्नावली 6.2 


(५), (५), (शं), (४) एकपद हैं। 

0), 05५), 00), (50) द्विपद हैं। 

(॥), (॥), (५), (शा) त्रिपद हैं। 

“| ५७३, 209७; ०7५४४, उ7७; 6.0७), -5७१४१ - 65225, -9.0775, - 8:5४. 
“3.0, “3, [, , [/57 

0) (2-० (0) ४ (00 7» (0९० “5४५८ 
(५) “8४४ (छण). 59 

(0) और (५) 

समान व्यंजक हैं : 

3 (४+ 9२), 3/7+ 357; 2 ४3 - ४१, -- ४3 + 2 2 


शेष व्यंजक हैं: 


.2, 


85, 
48, 


प्रश्गावली 6.3 
0.2५ 
(]) ०+292+0० (॥) [7 9८ | (॥) 
(ए). टैघ + 48 - 252 + | (ए) ४-5.0ए+ 4 (एं) 
00 0. 0)809.. 0). -४-$१- ८४ 
(५०). -7४%४ (५) 222* 
(!) 28 () 62“ (0) 
(७) 02-3४ + 2८ (५) 7777 - 7 + है (श!) 
(शी) 3.४ - ४ (शी) 20४ - 5४४- 7 
() ० |59* (7). /-+-8ध४ (॥[) 
(५). >204- 20 (५) “205 + 290४-22 (५) 
(ए) अ & ४+ 759 - 39४ (शा) 472 - 6#फ + ह (४) 
(८(*+ 20* - 4६८9 7, 72? - 89१ - 9४४ 
3१ + 2.0५ - ४? 0, -24%70 + 2[9 - 5धथ 
“ 9207 + 42 + 2 ली ले पक | 
०“ |2- 49 - 259 + 89 5 8 6, 7४ + 209 - 39 
3४४+ 8.४ - 3 

प्रश्गावली 6.4 
(() 3 (॥) 5 0). “8 (४५) 
(५) -| (५]) 3 
(!) है, () है (॥॥) [ (९५) 
(४) (४)  - 7 
() ] (() “2 
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23% + 22: 


मै 


2ध - 02 


“6 + 0-४५ 


00* 

"टिदत + वैधा के (४ 
“20 + 0४+ 9 

8, ६ ० ८ >> 

]], “४ + 2.09 + ४४ 
44, - ५+ 2, शून्य 
(7, 59 + 9५ + 4/ 


() 
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4, 0)  -3 ए) 0 ) -2 (०७ 3 
(५) 4, (५) ।2 (७७) “4 जा) -24 
5, [080 6. 955. 7१, [0.. 8६, -9 
प्रश्नावली 7, 
3. 6) 5 0) 35 (0 [2 (6५०) 72 
(छ) ५4 (७) 3 (७) 3 
2, (0) 6 0). 6 पी) -4.. (0५१ 9 
(७) +$ (७७) ४ 
शो). 4 जा). 4 (४)  -2 
प्रश्नावली 7.2 


|. () “9 () . ॥] (0॥]) . 7 (५) 2 (५) 2 
(शी) 4 (शा 5“ (शा) 0 (05४) 4 (७) 4 
जि) 53 छा) 3 &॥) . जठे (हए) 5 [हऐ) +>20 
(हए) [08(४ए) 42 (एशशा)72 - (५) 75 (ए४) . 48 


(४४४) 40 (४) 


५ 


((४॥) #/ (५४।५७) 9 (५४५) 5 


(5७) -2 (शी) 5 
2, 0) 5 हक) 0 (॥) 49 060० 27. (2 33 
(ण) 4 (एज) 4 
प्रश्गावली 8, 
2. (0) रेखाएँ 70, 00 औराशर (0 रेखाएँ. ७8, 30, (४), ७00, ४00 और छा2 
4, हाँ, असंख्य, अर्थात्‌ अपरिमित. 5. एक और केवल एक रेखा 


9, 


[, 


[2. 
3, 
]4, 


0, 


[+, 


]6, 


एक और कंबल एक रेखा 


(() 
(॥) 


(॥7) 
(५) 
([) 
() 
() 
() 
(॥) 
(8) 
(९) 
(!] 
(॥) 
(॥) 
(॥) 
(५) 


(() 
(॥) 


, क्‍योंकि एक रेखा की कोई निश्चित लम्बाई नहीं होती। 


रेखा / ओर#7 रेखा # और॥: रेखाएं / और # 
रेखाएँ /# और (]; रेखाएँ 8 और ॥; रेखाएं | और #॥ रेखाएं / और 
॥; रेखाएँ ( और ], श्ख़ाएँ (। और ॥॥: रेखाएँ (/ और ; 


रेखाएँ 2 और/ . ।| ५). रेखाएँ ॥ और (; 
रेखाएँ #और॥;. (शी). बिंदु &, 2 (१ और ९: बिंदु 8, 8. (' और ): 


6 ())... रेखाएँ 883, 80. (१), 00, &(! और 8) 
रेखाएँ. 80, 80! और (१), 

नहीं 0) जहीं &) हाँ (0श नहीं 

बिंदु 8, ८ और 2 (0). रेखाएँ. ॥ # और ॥; ४ सँगमन बिंवु है। 
तीन 0). कोई नहीं (5. हाँ 

बिंदु (0) रेखा. (0) वल (४) प्रतिच्छेद करती हैं। 


संरेख 0)... संगागमी 

आठ बिंदु ;&, 8, 0, 0, 2, ॥ 0 और 

बारह : किनारे 3, 30, 00, 0, &8 हार 68, (१), 08, छाव, ला) और |, . 
6; फलक ५8९७, &त% ज्ञात, 008, 80 और (0४३, 


श' 0). [7 की ः (00). | 
है (५४) | (शी) | 
'प्रश्नावली ५, 


दो, रेखाखंड &8 और 80 
सात: रेखाखंड ४3, 80, 000, 08, &0, ७॥2 और #४8। 
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3 > 


().. दस; रेखाखंड ७8, 8(', (१0, [03, ७83, 48, 7४८, |), &(0 ओर 9) | 

(५) 6: रखाखंड &83, ७(', 0', 3॥), (0), »।[0 | 

() नहीं () हां 0). नहीं (७ नहीं 
प्रश्यावली 0. 


0) 7? 0). . ( तप)... ४ 

0) प्रारम्भिक बिंदु (0) वाली किरणें 02 (»', 0२, 00 और 05 है। 
प्रारम्भिक बिंदु ? बाली किरणें श' श२, 70, १) और 7$ है। 
प्रारम्भिक बिंदु () वाली किरणें 08, (00, (0९ (»' और (0३ है। 
प्रारम्थिक बिंदु॥' वाली किरणें तर, गए 70, "'0 और "$ है। 

॥) . नहीं पी) हाँ 

आठ; किरणें 08, 08, 00, (00, 05, 009 00, 0४ 


प्रश्नावली ॥॥.2 


0) शीर्ष 9 भुजाँ 0) और छर; (00) शीर्ष 8, भजा! 3७४ और 30: 
00). शीर्ष ५ भुजाँ ५४ और १०: 00. शीर्ष ५, भुजाएँ भी और शा... 
6; कोण ७()8, 800, (१0॥0, ७00, 807) और #(07; 

कोण 8/[), & 89, ७॥)8, 300, 030, 008, »700 और ४3८; दो 

(0)... बिंदु &, 0 और |? ().. बिंदुछ और (:; 

0)... बिंदुए 5, 0. ४ और र, 

0) कोण])9«४8 था :५) (0). कोण 84(0' या (७४8 

(0). कीण #(१) या 700५ (५) कोण ७700 या (00& 

(७). कोण #फ या 


(). नहीं त) हाँ कक) हाँ 0५) हाँ (५) नहों 


उत्तर 3३3॥ 


00) कोण «(0) या [00% 0०) कोण #06' या (१)& 
(/)) कोण #ाक या छार& 
8. (0) नहीं 0). हाँ हा) हाँ 0७ हाँ (७ नहीं 
प्रश्नावली 40,3 
. () ली । (0 “८ [0 ८4 (एएशे ८४४० 
2, (४) नहीं (0) हाँ (०) हाँ (७)... नहीं 
3. 0) अधिक () सम (0)  ऋणु (0० चृूहत्‌ 
(५)  न्यून (श) नन्‍्यून 
4, समकोण 5. 0)  दक्षिण-पश्चिम (0). उत्तर-पूर्व 
6. () नन्‍्यून 0). अधिक (॥)  न्‍्यून 
0९). ऋणजु (४). बृहत्‌ (श) संपूर्ण 
(शी) शून्य (शी) सम 
8. 0) ऋणजु 0). सम ए).. ऋजु 
प्रश्नावली 0.4 
8, 0) हाँ त) नहीं (0) हाँ (५) हाँ (५ हैँ 
2, (0) कोण युग्म (], 2), (2, 3), (3, 4), (4, ), (5, 6), (७, 7), (7, 8), (8, 5): 
(कोण युग्म (।, 3), (2, 4), (5, 7) और (09, 8) 
3. नहीं, क्‍योंकि इनमें उभयनिष्ठ शीर्ष नहीं है। 
4. 0) 35" (४) ]7 () 45" ॥शे 65९ (७ | 40% 
8, () |[0॥00 ()[57" ही) 35" (०) 90९ (७). 45" 
6. 0) पूरक 0) संपूरक (0) पूरक (५) पृरक 
(५). संपूरक (श). संपूरक (शो) पूरक (शत. पूरक 
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40, 
62, 


4. 


समकोण 8. 457 

इस प्रकार बद्धि होती है कि दोनों कोणों का योग एक ही रहता है। 
अधिक कोण ].. (0) नहीं () नहीं (0) हाँ 
45०" से कम व3,.. (0) ४ 5 65" है, » > [457 है, और £ + 35" है। 


0) ४5 |5" है, /565" है, और 25 45० है। 
0) ॥7' (॥) ए(ए) १' (0५) #ऋ 
ए).. एप. (न) 7! 


प्रश्नावली ॥.॥ 


() और (॥) में, / तिर्यक रेखा है। 

0) ८०,८००, ८ ०, ८ /: 

(॥) /. थ, ८. 8, ८, ८. £; 

पी) (४८6०७, ८ 0); (८ 0, ८7; (८ ६, ८ ॥); (८ ८, ८. ४): 
(०) («. 4, ८72); (८. ०, ८ ८); 

(०) <-?(0२; 

(४). क्रमश; ८२0०) और ८?08४ 


प्रश्गावली ॥.2 


0)... जर[]छठ0, 70॥50, ए२|॥00, 70॥२0०, शर|380, 70॥8 

(). #9|00, 80॥&0, &४8॥ए८, &-[&8॥0, 80॥&७ ४0॥&०, छाए), 
88॥/5, 58॥»79, ए)|8०,/7)8८ 

00). &5॥98, 8098 0)]|»&5 

(५) 58|॥९0 (९.५), 8९ |(2२ 

नहीं 


एक 5 ३५9 


ऐएरुनावली ।4.3 


|, <र्45", / ८ ् 357, ८ 6८605", 2 /5 [45?, ८ /८ 657, // ए ७ ][57 
८: ॥ *+ 037 


2, > ॥२)3 -- [457 
3, (0) < 05८ 457 ()]) “< .१ - 0()९ 
4, 57 ४ 3)? 


एशनादली १2,! 


3. 0) तीन 0) तीन () तीन (0५ छ; 
2. नहीं 3. त्िभुज, & जीप 
4, (६) / (0) ८ 9 (८१) 8 (() [ ४ 


5. बारह; & ७॥)08, / ०७35, & )2(7 ७ 53९, ७ 87९, ७ छा7), & 828, ("07 
0-०), ७), 6 3(7)2, 6 ॥35( 


6, . () ८6 /)95, 6 335, 6 5)2९.., 6 &8('. 
(॥) (3 83», ७ 3/5(., 0७ 50(, & 838]), 6 ]0., ७ 382(., 6 7]:(' 
त). & (739/, 5 (७3.5, 6 (7375, ४ (या, / (7०, ॥ (3), ७ ५.30 
(०१ &७>2७5, 620७6, ७8087, ७728७, ७90:(6, 0[)37, ४280 
(५) 5 326, 6 28.5, 6 छा39, 6 5075 & 8(॥)2, & 57, 0 83९ 


(५५). &७7४?8९, & 7८(, ७ विडा), 6 23 

7, #७ 325, ७ ७20, &(55 ७(छा)2, ७ 425५ 
0 :80, 6 3709, ७ 72830, 4 720.83(, 4 7287, 6 7282, 
(५ 25५९. & जा, 0 428५. 


8, बिंदु 0 (0, २, 5, &, 70 और (१; 2 0, 8, 0, « और 


9, #& &()>, 6 300९, 6 (९06, 6 2५2, 6 63), 0 88९., ४ 6५.2, 6 8(.// । 
() 5 3(0(', ७ 00(, ७ &3(.. (|) 0 /3), 0 /0(-), /0 3()[० 
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गणित 


(॥॥) 


0 ()(, ७()(., ७3(.) (९५) 


(॥), (॥), 0५), (५) 
(0) 90१ (॥] 
9(९ 5, 
360" 9, 
व, 0] ८0788 0) 
82., () ८0330 () 
0). ८8800 + ८ &(!8 
3, प्रत्येक 40९ 
85. 0) नहीं 00) 
(५) हाँ (शं) 
6, ]) हाँ () 
. (9९ नहीं (शं) 
[77.0)  < () 
8, () ४ () 
, 0]  समद्विबाहु & 
(५) विषमबाह & 
2, (] नन्‍्यून कोण & 
(४ अधिक कोण & 
3, () समद्विबाहु & 
(४). विष्रमबाह & 
4, (0). समकोण & 


प्रश्नावली 2,2 


9९ (॥) 90" 

प्रत्येक 60९ 
540९" _ 40, 0" 

८ (४3 और ८ 80१७ 


46? 0, 


८. 830 + / ७08 
हॉँ ).. महीं 
हाँ (शी) नहीं 
हाँ. (४) हाँ 
हो 

< 0)... < 
ए. (॥॥एऐ फए 
प्रश्नावली 2.,3 


0). समबाहु & 


(ए) विषमबाहु & 
(४) अधिक कोण & 


(४) समकोण # 
() समबाहु & 
(ए) समबाहें & 


'त). अधिक कोण & 


कोई नहीं 


(४) कोई नहीं 


(00 90०" हाँ 


५ [()? 

(९). नहीं 

(७ नहीं 

(५) १ 

(॥) विषमबाहु /५ 


() समकोण& 

(५) नन्‍्यून कोण& 
(() पिषमबाह /& 
(५३) समट्ठिबाहु (५ 
(॥) न्‍्यून कोण & 


40. 


42. 


(५) 


(8) 


वर्ग 
(8) 
(0) 
(९) 
(0) 


अधिक कोण & (४ समकोण ५» (श) न्यून कोण 


प्रश्नावली ॥3.॥ 
90० (0) ३१९ (८2). 20" 
प्रश्नावलली ॥3,2 


5. दो 
प्रश्यावली ॥3,3 


6, 6 सेमी 7,]0 सेमी $, हाँ 
वृत्त पर स्थित होते हैं। 

केन्द्र पर, बृत्त पर स्थित होता है। 

से होकर जाती है। 

एक चाप' 


प्रश्नावली 3,4 
3, हो 4. केन्द्र पर 


प्रश्नावली ३.5 


प्रश्नावली ॥3.६ 


प्रश्नावली ॥4. 


(0), (0), (0), (९) और (|) संवृत चक्र हैं। (8), (0), (0) और (७) सरल तथ, ह। 
(8) 6.5सेमी (४9) 24 मी (0). 72 सेमी (0 30 समा 


3, (४) 209 मी (0) 58 सेमी (0) 20 मी 
4, (४) 44 सेमी (9) 60सेमी (0) 38 समी 
5, (४) ।2 सेमी (0) 6 सेमी (0) 4 सेमी 
6, (४) [5 सेमी (0) 56 मी (0) 70 सेमी 
7, (४ &6मी (0) 4मी (0) ४#प्ी 
8, (39) [8 सेमी (9) ॥6 सेमी (0) ॥7 सेमी 
9, (४). 25 सेमी (७) #मी (0॥ 0 सी (0) 5.5 मी 
0, (४) 80 सेमी (0) 64 सेमी (0) 40 सेमी (0) 78 सेमी 
]. 5 सेमी 82, 900 भी 060 मी बॉब, 60 मी 
[3, बुलबुल 4. 24000 
5. 24000 रु 86., नो 
पघ्रश्नावली 84.2 

. (2) 4 सेमी” (0) 8 सेमी". (८) 40 सेमी 
2, (४) 240 सेमीः (४) 800 सेमी? (०) 204 सेमीः ., (0) 245 सेमी? 
3, (४) 04 सेमीः (9) 77 सेमी? (८) 5] सेमीः (0) 7500 सेमी? या मी? 
4. 7.5 सेमी 
5. (3) 9सेमीः (७) ॥[2] सेमी (0) 72.25 सेमीर (0) ॒ मी 
6, वर्ग: 57 सेमीः 
7, (0) दुगुना हो जाएगा 

0). दुगुना हॉ/ जाएगा 

() चार गुना हो जाएगा 
8, 0) चार गुना हो जाएगा 

() नो गुना हो जाएगा 

(0)  प्रारंम्मिक क्षेत्रफल का एक चौथाई हो जाएगा। 
9, [44 0, 00 !!,_ 0000 82, 4 सेमी 
83, नहीं; नहीं. 44, . वर्म ९१0३४. 45,. वर्ग (२५ 


